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A 1967 年 Hórmander 提出 平方 和 算 子 的 亚 椭圆 性 准则 后 ， 
由 向 量 场 构成 的 偏 微分 方程 的 研究 得 到 了 快速 发 展 . 1970 年 ， 
Stein 在 “尼斯 国际 数学 家 大 会 ”上 提出 用 群 分 析 研 究 偏 微分 方 
程 的 一 系列 思想 ， 有 关 寡 零 Lie 群 上 不 变 微分 算 子 的 研究 成 了 新 
的 热点 . 

在 陈 庆 益 教授 的 倡导 下 ， 罗 学 波 教授 于 1984 EFi TEF 
Lie 群 上 偏 微分 方程 方向 的 研究 .我们 撰写 本 著作 是 总 结 该 研究 
集体 在 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 方向 上 的 研究 成 果 . 

本 著作 由 三 部 分 组 成 . 

第 一 部 分 Heisenberg 群 上 不 变 微分 算 子 的 分 析 ， 主 要 取材 
于 罗 学 波 教授 于 1994 年 在 兰州 大 学 对 博士 生 讲 课时 ， 由 钮 鹏 程 
所 做 的 笔记 ， 当 时 昕 课 人 中 尚 有 何 春 雄 、 张 吉 慧 、 马 玉兰 . 有 关 
谱 与 特征 值 的 内 容 取 材 于 罗 学 波 教授 和 钮 岗 程 的 论文 . 

第 二 部 分 拟 齐 性 线性 偏 微 分 算 子 ， 主 要 取材 于 罗 学 波 教 授 于 
2003 年 在 西北 工业 大 学 为 博士 生 讲 课时 ， 由 博士 生 所 做 的 笔记 . 
听课 入 中 除 韩 亚洲 、 秦 英 、 刘 海峰 外 ， 还 有 韩 军 强 、 陈 艳 霞 、 原 
子 霞 、 赛 井 波 及 钮 月 程 . 此 外 ， 这 部 分 内 容 中 还 加 入 了 常 系数 
LPDO 的 Liouville 性 质 ， 拟 齐 性 LPDO 对 应 的 非 线 性 方程 的 
Liouville 定理 等 . 

第 三 部 分 主要 介绍 Greiner 算 子 . 该 算 子 为 一 个 特殊 的 拟 齐 
性 LPDO. Greiner 算 子 的 基本 解 和 实 解 析 性 的 研究 为 罗 学 波 教 
授 在 加 拿 大 Torento 大 学 访问 Greiner 教授 时 所 做 的 工作 ， 原 商 
定 由 他 们 共同 发 表 该 工作 成 果 ， 但 后 来 Greiner，Beals，Gaveau 
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在 此 基础 上 对 一 般 的 n 维 情形 进行 了 研究 ， 并 将 成 果 发 表 ， 因 
此 ， 我 们 在 出 版 本 著作 之 际 ， 发 表 罗 学 波 教授 的 研究 成 果 ， 从 中 
可 见 其 深厚 功力 和 原创 精神 . 

罗 学 波 教授 生前 旱 有 撰写 、 出 版 专著 之 意 ， 只 因 工 作 繁忙 ， 
久未 如 愿 ， 我 们 做 此 工作 ， 也 算 了 却 恩 师 一 桩 遗愿 ， 本 著作 的 整 
理 〈 部 分 内 容 改写 或 重 写 ) 、 扩 充 和 最 终 完 成 得 到 了 罗 学 波 教授 
的 夫人 方 珍 珍 教 授 的 大 力 支 持 和 热情 鼓励 ， 本 著作 作者 署名 为 罗 
学 波 、 钮 鹏 程 、 韩 亚洲 也 得 到 方 珍 珍 教授 的 许可 另外， 在 本 著 
作 书 稿 准备 过 程 中 ， 得 到 刘海 峰 和 原子 假 的 大 力 帮 助 ， 在 此 表示 
衷心 的 感谢 ， 陕 西 师范 大 学 的 吴 建 华 教授 和 西北 工业 大 学 的 丁 晓 
庆 教 授 仔 细 审 阅 了 书稿 并 提出 了 许多 宝贵 意见 ， 在 此 一 并 表示 囊 
心 的 感谢 . 


由 于 作者 水 平 所 限 ， 书 中 朴 漏 和 不 妥 之 处 ， 奶 请 同行 、 读 者 
指正 . 
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第 一 部 分 


Heisenberg 群 上 不 变 
微分 算 子 的 分 析 


*B—2 Heisenberg 群 的 引入 


本 章 1.1 节 介 绍 单 参数 算 子 群 及 基本 性 质 ;1. 2 节 介 绍 无 穷 小 
生成 元 及 性 质 , 以 及 光滑 向 量 场 、 解 析 向 量 等 概念 ;1.3 节 从 算 子 
群 和 多 复 变 几何 分 别 导出 Heisenberg Rf. 


1.1 预备 知识 


1.1.1 群 


定义 Li 设 给 定 集合 G, 若 给 定 一 个 映射 :GXG 一 G, 对 任 
意 a,b € G, 存 在 唯一 一 个 c€ G, 使 得 (a,5) 一 Cc, 记 为 c 一 ab , R 
在 G 上 定义 了 乘法 . 若 其 还 满足 

CD 结合 律 :Cab)c = albe), Yasbsc E€ G; 

(2) PFE e € G, 使 e = ae =a, Vac Gs 

(3) 对 任意 4a € G, 存 在 a ' E G, 使 得 aa = a a = e; 
则 称 G 为 一 个 群 . 

车 乘法 仅 满足 (1) , 则 称 G 为 半 群 . 

车 乘法 还 满足 交换 律 ab = ba, MER G 为 交换 群 ,也 称 Abel RE. 

在 交换 律 中 ,习惯 上 记 “。” 为 “十 ”, 即 记 ab ON a d b. 

例 1.1 ROC SD ix +y 构成 一 个 群 运算 ,R 为 可 交换 群 . 

例 1.2 Ri' 二 {XE€R:4 汪 >0} 不 是 一 个 群 ,这 是 由 于 它 的 乘法 
运算 不 存在 逆 元 . 若 定 义 群 运 算 丸 十 A2，, 则 它 满足 结合 律 ,R' 构成 
一 个 半 群 . 

例 1.3 B 是 一 个 Banach 空间 ,ZZ 是 B 上 所 有 有 界线 性 算 子 
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的 集合 . 设 AE 2,BE £, 定 义 A,B 为 两 个 算 子 的 合成 . 4 按 合成 
运算 不 构成 群 , 因 合成 运算 不 具 逆 元 ,但 它 是 半 群 . 
定义 1.2 BGG 为 两 个 群 ,车 存在 映射 下 :G1 一 G2 ,满足 
Flab) = F(a)F(b), VaEGLEG:, 
则 称 下 为 一 个 同 态 . 
车 下 还 是 一 个 双 射 (内 射 且 满 射 ), 则 称 下 为 一 个 同 构 . 


1.1.2 单 参数 算 子 群 


定义 1.3 设 B 为 Banach 空间 ,为 B->B 的 所 有 线性 有 和 界 
算 子 的 集合 , 设 

CD VO):R 一 LEIER VO) 可 看 做 实 抽象 函数 ); 

(2) Vats 二 VODVGs) GHI VCO 是 R 一 /的 同 态 ); 

(3) V(O = 二 了 (独立 条 件 , 从 (1),(2) 推 不 出 ); 

(4) limV(Du = Viu Vu € B ( 强 连续 性 ); 


则 称 {V(2)} 为 B 上 的 单 参数 算 子 群 . 

注 1.1 车 限制 1 0, 则 称 {V(2)} 为 B 上 的 算 子 半 群 . 

若 对 任意 xE B,vE€ B*, 有 

(Qu VCGO wu) — Cu, V (to)Ju) (t —> to) 

则 称 为 弱 连 续 性 . 

车 

IVO —VG) || — 06 — 0) 

则 称 为 按 范 数 连续 性 . 

例 1.4 取 B= L?(R),p 之 1, 定 义 平移 变换 

VÐ =n nfz) = flt), VfEL? 

则 r 为 也 上 的 单 参数 算 子 群 . 

证 明 ”性 质 (1) 一 (3) RA. 

对 每 个 与 | nd, 1. 
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对 支 集 位 于 长 为 却 | + 一 六 | 的 区 间 中 的 函数 Fo < f D. 


当 上 尖 志 时 ,得 rm 一 下， 一 2. 

这 对 验证 定义 1.3 中 的 强 连续 性 (4) 有 点 影响 , 现在 说 明 
如 何 做 . 

ER 2g Cz ORO ERA Banach Z: [8] L^CR) (1. 9 « 99) "PERSE , 
又 车 f € Cr OO t; 一 与 则 函数 = f GO = fr — t0 有 在 固定 紧 
集中 的 支 集 , 且 一 致 收 伍 于 f(z 一 日 ,所 以 对 每 个 FE CY OD ,有 
dk L^ 模 下 定义 1.3 中 的 性 质 (4) 的 收敛 性 . 

该 平移 变换 为 强 连续 性 的 最 终 证 明 由 下 列 引 理 完 成 . 

引 理 1.1 E T, T, : B; 一 B, 为 Banach 空 间 之 间 有 界线 性 
算 子 全 体 中 的 一 致 有 界 算 子 , 设 LHB 的 稠密 线性 子 空 间 ,并 设 

T;u — Tou, j> co,u EL (1.15 
在 B; EF WRA. 1 对 所 有 uc B, 也 成 立 . 

证 明 ”给 定 wE€ Boe 0, vcz.f& lu—vl «ex 
ITI <M, IA j ll To ll <M, m 

|l Tja — Tul = 

| Tu — Tj» 4- Tjo — Tov t- Tov — Tou] < 
ll Tu — T;v I 十 Il Tv — Tov || + Il Tov— Tou |l < 
| Tj» — Toll --2Ml v— ul 
ìk j> seo, 则 由 式 (1. 1), 有 
lim | Tju — Tou || < 2Me 
由 于 e 任意 , 故 引 理 得 证 . 证 毕 . 
EE. 
lu t, | -2*, txt 
这 说 明定 义 1.3 中 的 性 质 (4) 不 能 换 为 按 范 数 连 续 . 事实 上 , 取 
JEL’ R), WS 
lc f> ta fI = 
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[f | fi —t2— fG —£&) pa, EE. 
([ feo fa ( — 8» Irdz) 
因为 1a 一 61? 过 [a 1? 十 |51?, 所 以 
le f—ufls < 


[ [£i rco PH fo e s» Des] = 


vi- 


(2[ 1 Fæ ar)? = F rl 


[54 i Ta Coe I «25. 
TRfe€L.Elnf—ufl-2*1f£l»s.X f € C. 


£20,f SEO Lu Im Lt p gom oui 


le ft fle = 


[ct rco PH fom G8» Es = 


| je | fen race f [LA | fGr — (5 —5)) dr = 


| | fCx) |*dx 
由 此 证 明定 义 1. 3 中 的 性 质 (4) 不 能 换 为 按 范 数 连续 . 
命题 1.1 EVO 为 B 上 的 单 参数 算 子 群 , 则 存在 M,K > 
0, 使 得 
| VX!O || x: Me", YER 
证 明 — Xu EB, 则 VCDull Æ R — R 的 连续 函数 ,特别 


Vul SCl u| 
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即 逐 点 有 界 . 由 一 致 有 界 性 定理 , || VCO || s Mit € [— 1,1]. 25 
t€ R. m=[|t|]+1. 


人 人、 
VG) =V(m: z )=V (5+5 +e) = KAN 
因此 


ve = PETI GL 


M” x M'n =M» elilinM =M.» eK 
这 里 天 = InM. W. 


1.2 无 穷 小 生成 元 、 光 滑 向 量 


1.2.1 无 穷 小 生成 元 


定义 1.4 BHX Banach 空间 ,V(t) 为 B 上 的 单 参数 算 子 
群 ,定义 线性 算 子 A 如 下 : 


Au = lim 


£0 


Vtou—u «cB 
E 


A 的 定义 域 D(A) = lu:uEe B. lim “se 一 “存在 C B,Sk A 


5 VO) 的 无 穷 小 生成 元 . 

注 1.2 定义 1.4 中 的 极限 不 是 总 存在 ,4 不 一 定 有 界 ,通常 
是 无 界 算 子 , 且 是 微分 算 子 . 下面 证 明 DA) 在 B "89985 XMH 
D(A) 足够 大 了 . 

引 理 1.2 设 A 是 V() 的 无 穷 小 生成 元 , 则 VG) : DA) 一 
D(A), B 


Wou = AV(t)u, Vu € DA) 
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V ,— W, - 
Vow 一 w 存在 极限 . 据 同 态 性 ,有 
VGOw, —w, | V(ec-Du—V(Du. V(OVGOu —VCOwu 


€ [3 € 


VG) pes n T Vo Au 


W V(Du = w, € D(A), H | 
. V(ed-Du—V(Du p V(V(Du—V(Du 
lim = lim 


£0 € £g--0 E 


= AV(Du 
证 毕 . 
引 理 1.3 D(A) 在 B PHE. 
证 明 BucB^u- -i[ VD udt. 先 证 u -> u, FE 
u € DCA). 由 中 值 定理 ,有 
u =V Du > V(Ou- u, 0<e «ec 


VCOu, — ue 


= ; Ll'tvo ou vcwdà = 
n ‘VDudr— | Vuar |= 


f Vy) udr 一 | veoudz 一 | vouar | 


> l= oo e|- > 
mj aj m | 一 


LITT '"VCOudr — vua live —u] 


故 €E D(A). WEHE. 

fkA € CJAT A BUBURAE AAI —A RDA) 一 B 的 双 射 , 且 
QI—A)' 有 界 . 

引 理 1.4 设 1VG) | Me*"" , mj 4 Rea >K if. RFA B 
预 解 集 , 且 
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Ql — A)-! = | voude, we B 
WRB 今 Rw = F eV Oudt, Vu € B, Mj 
| Ru | [em Mere |ul < 
0 


十 co 
M| etas dpud = MI 
0 


A R, JERAT. 

BEuE.R, GI —A9)u =u, Yu ED(A), 因 而 从 QI 一 A)u= 二 0 
即 得 = 0, Hi UE BE AI — A 是 D(A) — B 的 内 射 . 

XB AEVO 的 无 穷 小 生成 元 的 定义 , 即 

AR;u 一 ii 一 xz， WVuc B 

得 知 ( 一 A)Riz = 一 xyxEB, 即 MI 一 A 是 满 射 . 证 毕 . 

预 解 集 记 为 KA), CA) 称 为 A 的 谱 集 . 

E DA) EB PRAE, ARREA T. AENA (Cu, Au) uE 
D(A)} Æ B XB 中 的 闭 集 , 称 A 是 闭 算 子 . 

命题 1.2 设 A 是 V(z) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 A 是 笛 定 的 闭 
算 子 . 

证 明 A 笛 定 由 引 理 1. 3 即 得 . 由 引 理 1.4 知 , 当 4 充 分 大 时 ， 
(XI 一 A) HERAT. 

由 闭 图 像 定 理 , OAA RAAF. BALAAA T, BIA 
为 闭 算 子 . 证 毕 . 

命题 1.3 车 V(z) ,W(t) 为 B 上 的 单 参数 算 子 群 ,车 A 同时 
5 VO) RWO 的 无 穷 小 生成 元 , 则 W(2) — VG). 

WEBB ”因为 对 Yu € B, 有 


[eva = al—4»u- F e™W(t)udt 
IE v € B*E v HB EBMXESTEI IS 
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(v. [ e" vcowa)- (of ewo udr) 
0 0 
B 
| eV wd - F e? C, W Cw dt 
0 


AA Co, VCO 4) E QW GO 均 为 1 的 连续 函数 ,所 以 
Cuv Vu) = G,WG)wu) 
即 得 
Cu, V (u —W(t)u) = 0 
现在 利用 Hahn-Banach 定理 的 一 个 推论 «i£ y € BC(Banach 空 
间 ), 则 AC B'SAs0,.f AGO — lAls * yl. 
E y — ViDu—-W(nDu,v € B* W 
(A,y) =0, AG) = lAl -lyi 
所 以 
| yl =0 
EBVO —WQGDu-— 0, Vu € BAVO = Wa). EH. 


积分 | e*VCDudt 相当 于 对 Vu f£ Laplace 变换 . 


8/15 设 A 是 B 上 的 有 界 算 子 ,定义 VCD) = J) 三 A", 则 


(OD VO 是 B 上 的 强 连 续 算 子 群 ; ] 
(2) VCO 的 无 穷 小 生成 元 恰 为 A. 
证 明 O) AEVO 是 B 上 的 强 连续 算 子 群 , 须 证 : 


GO BA LL VCO e 7 E Al" = et^! ,所 以 


Vt € R,VCO € £(B). 
( ii ) FEX t,s € R, 有 


N 
VOVO = im (2 A p zA)- 
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(n+ i) Is" gati . 1 
n t! i D! 


im 2, 


m-—0itn—m 


lim 57 gto" ~A” = V(t +s) 


No 
Cii) VCO =I 显然 


| VXDu—V(GDul = | VO - VO] 一 
D aw [#1 Allal < 
n-0 


TEPE x Eais hn TE 
B C 介 于 上 和 ta 之 间 , 所 以 


| VX)u — VG ul slt—tl* lAl en! e ful — 0 
这 证 明了 强 连 续 性 . 
(2) 再 来 证 明 A 苹 无 穷 小 生成 元 : 


d 
一 一 lpA^ u 
10 dté n! 


lim VéiDu—u 一 3 voy 
i dt 


证 毕 . 
注意 , 当 A 是 无 界 算 子 时 ,不 能 有 展开 式 3) 三 A”. 
引 理 1.5 设 工 是 Banach 空 间 的 对 偶 B' PH weak” 拓扑 下 


稠密 的 线性 子 空间 , 若 vv E B, H 
V(Du—u 
(—— 


lim 


t--0 


ww)= (vw), VwC€LcHB' 


Mju € D(A), H Au = v. 
说 明 :weak* Hth F $85 2 dédEX] Vi € B, 34 E&L, 
fL o 一 > - 0, Vu c B. 
证 明 因为 
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d (v()u,w) = lim 
dt $0 


lim (ZLV u —u] ee) - 


(ze t e ZVO, w) — 


5 


s—0 
VC (lim Lut w) = (VGYvsw) 
所 以 
lim (LPA w) = (VO VW) = ww) 
1—0 t 
HAS we B" RA. AE ue DA), HN 
V(Du—u 
t 


Au = lim = V(O)v= v, VE 了 


证 毕 . 
例 1.6 令 B=1L?(R),p 宇 1， 
VD) = nO) pOf) = fatt) 
Bl c, CO 为 平移 算 子 , 求 D(A) KA. 


解 ”由 定义 ,D(A) = (f € L?, 且 存在 f; € 工 ，, 使 
nO fG) — fG) | fard- y 
1? 加 i ! 


fi .>0) 


t D 


D'A) = |s: fe L% e L'are D(A) , 即 得 


(feo Pn fig) - 0, 


1,1 
2) ”一 了， 十 二 一 1 
Vg € (L^) "REF 
特别 地 ,可 设 g € CY ROF C? OD ELR 中 秽 密 ) ,有 


(£9 feu) Gg 


lim 


t—0 


由 于 


第 一 章 Heisenberg 群 的 引入 13 


im( LE+0 — R2, g)= lim( f, EEP) 


lin 


Elim S2 —0 —£CO L g(a), AE 


t--0 [4 


ep cg ( Ert Fu] E E 


& f, = Ser, f € D'(CA), 即 DCA) C D'CA). 


反之 ,; 若 f E D(A), 则 对 YeE€E0C, 有 
(£n — Fen g)= (a.«)- TE 


lim 
t--0 


H15|38 1. 5,78 fi — v, VOD = c, C0,18 f € DA), PA DCA) = 
D(A), H A = S. gs. 
dz 
此 例 说 明 A 不 是 有 界 算 子 . 
1.2.2 光滑 向 量 、 解 析 向 量 


定义 1.5 RVO) 是 B8(B 是 Banach 空间 ) 上 的 强 连续 算 子 
群 , 称 u c B 是 关于 V(z) ff C 向 量 , 当 且 仅 当 F(t) — VOOu 是 
R —B 的 C* 映射 ,所 有 C 向 量 的 全 体 记 为 Cv. 

命题 1.4 uc Cteou € DCA), 其 中 A 是 VG) 的 无 穷 小 生成 


dF) 
dz 


证 明 — XT RÍEIHHHE. E k — 1 时， 
F(t AD — FCD ide 


ZH = V(D Atu = AV u = AF (t). 


u € ŒG lim 
A--0 


At 
1 VC 十 At 一 VC 
ium 
At-e0 Ai 


lim POOLS u) 存在 e 
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lim A 存在 且 等 于 A,Su€ DG). 
At—0 


所 以 大 三 1 成立. 
现在 设 对 & 成 立 , 则 


d" Fu) d 
dil! dt 


VOGODXACA'u) = VOJA u 
Wu € Ccteuc DCA:). 证 毕 . 
定义 1.6 F) 一 VG)ulu€ B) 是 R 一 B 的 C” 映射 , 则 
FR uA C^ mE. 
从 命题 1.4 得 到 : 
推论 11 uE Ceu E f D^. 
EX17 KS: R>BEÑt 解析 (或 实 解析 ), 当 且 仅 当 


(F?(q)- S VQ) A'w) = 


380) > 0,48 D ELTA au) HE | t— to |< 008) 中 一 致 收 
n=0 . 


AF fI». 

类 似 地 ,车 f: Co B, 则 可 定义 复 解析 . 

命题 1.5 [Et |I 3m 0,920,234 |t—t | 二 6 时 ， 
使 | FPD | S nim”. 

定义 1.8 称 wE€B 是 关于 V() 的 解析 向 量 , 当 且 仅 当 
FG) =VOu Æ R — B 的 解析 函数 , 即 FO E R 的 每 一 点 均 解 析 . 

引 理 1.6 wu 是 关于 V() WERDE SFO — VC)u 在 t = 
0 解析 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 充 分 性 . 设 F(z) 在 1 一 0 解 


Br I< a BELFCO — 9] FO (). ERR B A o, 


| 1 一 to |< 8 时 ,利用 命题 1.4, 有 
FA) = F(Gt—t14-8)-—VG-—t;d- tou = VV — tu 
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id £t— t, 一 和 


FO) = VG)OFG = V(t) D ZF” (0) 一 


va A" = > Id TEG) 


证 毕 . 
命题 1.6 u 为 解析 向 量 , 当 且 仅 当 3C > 0, Vk = 1,2,*…， 
使 得 u € D(A), B. || A! ll e chan, 
证 明 利用 引 理 1. 6 和 前 述 命题 1. 5.u 为 解析 向 量 69 
Fa) = VOu Et = 0 ti e 
Jm > 0,f& | FPO || <S kIm*. |t |< 8e 
36,m > 0,48 || V(CO A*u | < klm, | ti< è 
CLA]. = IVE DVOAu < IVcol vA DS 
jà,m > 0,4 || Atu || < CR tm 
由 斯 特 林 公式 k! = e™k T (1 十 o(1)) 18 kl < Cek t, 
所 以 ,zx 为 解析 向 量 o 
jó,m  0,f& 
| Atu || < Cek? m* = Cine Dk? < CE E 
WEH. 
$528 1.7 C (EB 中 稠密 . 
WHO WucB Gu = [aV Ouds, 其 中 p(t) = 


Tp (三 ),pE c aoo, [poa — 1,8 v. € C, Bu u. 
由 于 
Vw = [OVE uds = |aG 一 DYG)uds 
HEART, AVO 为 R->B 的 C” 光滑 映射 , 即 %. € C^. H 
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Ue 一 [oV Gud; = | LP OV Ouds EER 


VGu[o.Godsci sixa = 
/ 1 S 7 
vGou| Lo( 3a = vou[ocoàs = 
VG Ou > VOOu =u 
iE. 
命题 1.8. Cy 在 D(A*) 中 稠密 , 其 中 D(A*) 的 范 数 由 
lull pw =l ul? + I A*u 2]? 给 定 . 
证 阴 只 须 证 Atu. > Atu, Vu € DCA). SX E 


k 
Ss (Ow) | 


Atu, = V(OA*u, = [VXG)A*u  ].-. = E 


由 命题 1.7 证 明 中 V(t)wu 的 表示 ,得 
k 
Atu, = [各 Jas ovo uds] = 


t=0 


上 一 0 


f- Do GYVGOuds = 
d* £0 
Joco ga CV SW ds 一 


k 
全 [VC 四 | -= AK Gu) |, = A'u 
WEH. 
命题 1.9 解析 向 量 全 体 ( 关 于 V()) 在 B PAE. 
证 明令 pC zie JA ads — 1, 
u, = [a COVGuds 


因此 
Vw, = [aV G-- uds = [o = DV Ouds = 
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1 [je V G)uds 


åre 

以 下 证 明 同 前 一 样 . 证 毕 . 

前 面 均 设 B Banach 空间 ,现在 考虑 Hilbert 空间 . 

定义 1.9 Șt HH Hilbert 空间 , 称 电 上 强 连续 单 参数 算 子 
EUO 为 西 的 , 若 U*U — UU" =], 

定理 1.1 设 A 是 互 上 笛 定 算 子 , 则 A 是 某 个 强 连 续 单 参数 
西 算 子 群 U(t) 的 无 穷 小 生成 元 兮 A 是 反 自 伴 算 子 , 即 A” = 一 A. 

读者 可 以 自己 证 明 下 面 命题 . 

B AR Hilbert 空间 上 的 有 界 算 子 , 且 为 反 自 伴 算 子 . $ 


va -5 EATEN VO 是 强 连 续 单 参数 西 算 子 半 群 . 


k= 


1.3 Heisenberg 群 的 概念 


RGE 

CD G 是 解析 流 形 ( 实 解析 流 形 或 复 解析 流 形 ); 

(2) GER; 

G) fla,b) = ab? 是 GXG 一 G 的 解析 映射 ; 
则 称 G 为 一 个 Lie 群 . 

所 谓 Heisenberg 群 ,是 指 在 解析 流 形 RU 上 定义 如 下 群 
m: 
gpp) * Qs po = (etit — foa db P) 
其 中 (i,g,p) ERXR"XR',(1,g ,p)ERXxXR"xXR”, 则 单位 元 
39 (0,0,0) 35265 (6,0, p) 一 (—t,—9, —p.H.q.2 . GERE 
pD = (e-r CU mU rosa db b) ois 
是 多 项 式 . 
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1.3.1 从 算 子 群 导 出 Heisenberg 群 


设 pER’,g EE R’, 定 义 关 于 参数 p 的 平移 群 : 
c, $ LFR") — L’(R’) 
cur) = u(rc p), Yrer 


再 定义 mu = ulr), EP qerz = > gyz. 易 证 
j=1 


lru l| = lul GE i e i = i e eR e 为 一 个 西 算 子 . 
同 理 | mas] = ull RI mm 为 一 个 西 算 子 , 且 
TopTp T Tpipo mg = Myd 


4 V,GOO = fg. 固定 PES R'm:c R, 则 
VV = teta = tuos 一 VC 十 
H V,COO 的 无 穷 小 生成 元 可 如 下 计算 : 设 w€ Co, 


dV, (tu 
dt 


EE = i( I pD;)u = iC * Diu 
j=l ar; j=1 


-f4 -d4 E 
Ns [ier], = qn t 207 


t=0 


这 里 记 D, = + 2. Bi e = V, = eP, Y= 1 RÀ, 


fir, =e, 
同 理 , 令 W,(2) = m, M 
d 


一 [dme ] 一 [emo] 一 ig。xzu(z) 


d 


t= 一 t= 


idX;: Xu = au. X = OG ns XO, 所 以 全 Ws(Du le = 


iq* Xu (zx) = i yq;Xju(x), 故 m, 一 W,G) = es ,所 以 m, = 


j=) 
em. X 


Mtpu (Xx) = e7 (ryu) x) = er u(r p) 
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Tomu Cr) = c,e""u(x) = eH ulr + p) = etmoroulr) 


mar, = eT Xer? 
因此 eD erx 一 tm, = e" mr, = eiopeio' XeipD 
将 若干 个 mor 进行 复合 ,得 到 形式 
ei eit X oio D 


I EBCT IGI T p Do q* X) — A, 求 
Vo G) : L'ORO — L' CR) 
使 A Æ Vaan (O 的 无 穷 小 生成 元 . 
4 u € KRR”) 
Vip G)u(z) = vG,x) 
pu 


I = AvG,x) = iul +p Dc qe: X)v(s,7x) = 


itv 十 X», 3 十 Doz 
由 v lo — uC) ,利用 特征 线 法 可 解 出 
v(s,x) = emo) Cy sp) = Vous Gu) 
特别 地 ,定义 
Repu) = Vap (ulr) = elter) y Crt p), Vue L’ 
从 
Yo © ME 二 Ra a 
可 算出 
PP — Agp) * Gua p) 
JF B ffe (8 


gi oe Xip" D) . ei rd Xp D 一 egi od X FD 


其 中 ,f= LECCE Gs! 一 pg) ,9 — q+gq ,sp = ptp. 


20 Xr OMEN 


1.3.2 从 多 复 变 几 何 导 出 Heisenberg 群 


设 z 一 (zz E C = (a) AR, E Cz EC 
4 pz) = Imz —| x |, Vz — r) € CXC. 令 D={z€ 
CH :o(2) 22 0), D 的 边界 aD = {z € CH oz) = 0). 
BG € RX C. 考虑 一 个 映射 
Too: D--C" 
使 Tow Goz) = Godctil wl! -2izw,z +w) 


其 中 "cm = S zw. 显然 , Tou 是 解析 的 Hn 3. 设 Tow Czo» 
一 . 


z) = (yo y ,可 求 出 zoz.HfA TDC D, AT: D->D 为 解析 
同 胚 ,具有 性 质 oCT Gs Gro sz )) = pGn z^). 
事实 上 ， 
QC o Gro 20) = pO y ) = 
Imz, +| w |? + 2ImCiz^:9) — | z +w |? = 
| w |? +Imz +z'w tzw (x 十 ww)(z tw) 一 
Imz —2/z/ = Imz —| z/ |? = plzz) 
易 证 : Taw è Too 二 Tew HEP i = ttr 2ImQo * w) w^ 
= wd w.&w-zxdciy xy € R”, 0j 
t = ttrt -F?Im(G rd iy G —1i13) — tt 4-26 y'x Hary) 
此 外 ,从 理论 物理 角度 也 可 考虑 户 ' 了 与 0 天 的 交换 关系 ,得 
到 Heisenberg 代数 ,再 得 到 Heisenberg 群 . 
用 Heisenbery 群 的 方法 可 研究 多 复 变 函数 中 非常 困难 的 问 
题 , 如 3, 问题 . 
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本 章 2.1 节 介绍 Heisenberg 群 互 , 上 的 不 可 约 本 表示 ( 见 参 考 
文献 [15,24,50 -52 D52. 2 节 介 绍 函 数 与 分 布 的 表示 ;2. 3 节 介 绍 


Plancherel 公式 . 


2.1  Heisenberg 群 的 表示 


首先 给 出 Lie 群 上 的 表示 概念 ( 见 参 考 文献 L[51,53])， 

定义 2.1 设 G 是 Lie 群 ,B 为 Banach 空 间 . 设 映射 x(w): 
G—>L(B)(w € G,L(B) 为 B 上 的 有 界线 性 算 子 全 体 ) ,满足 : 

CD rlw. w) = x(w)Ax(w ) ,VY ww € GABH); 

(2) Vf € B,nCu) f &€ G— B 的 连续 映射 ( 强 连续 性 ); 

(3) zle) = Le 为 G 中 单位 元 ; 
则 称 x 是 G 在 B 上 的 一 个 表示 ,B 称 为 x 的 表示 空间 . 特别 地 ,车 B 为 
一 个 Hilbert 空间 , 且 rw) 是 一 个 西 算 子 , 则 称 x 是 一 个 西 表示 . 

对 Heisenberg 群 , 有 

命题 2.1 i w= (4.5) € H,. 仿 x(w) = x(t,g,p): 
LR) — IRO 如 下 : 

nq, p) f(x) = ierd) f(x p), Wf € L'(RO 
则 zJÉH,YEL'(ORO 上 的 一 个 西 表示 . 

证 明 ”因为 


l nsa DF le = [| Lem re mtis] = 


[| | fix p dr er ren = 
R" 
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中 ee ar = TH 
所 以 x(t,q,p) & L'ORO 上 的 西 算 子 .证 毕 . 
验证 定义 2. 1 中 的 性 质 : 
OD zG,q.p)nG dp) = n sg: p) 
(2) 当 g € H,.g— go € H, tf, 
aC fr) >x(go)f(zx)， 在 以 (R") 中 ,VfEL 
FXE. X SECR), A 
n(g)f—zn(g) f = rlgog g)f—nzgf = 
z(g)n(g) gf —n(g)Df = 
zGn[zNGs gf — fio] 
4 go g = h, Ñ] g — go eh — e, BrVA 
z(g)Mf—niG of = nCGWOUxOD f zr) — fr) 
下 面 证 明 || xGO f) — f) |i? — 0, GR h — e = (C0,0,00. 
h= Qu ipo f ETR), A 


l xD fco — Ff) lr = 


M Cp RA. 


[f [EEEO fec p) — fa) |da | 一 
suppf 
0G — 0,g — 0,p 一 0)( 一 致 地 ) 
M f € LRR AAO ORO HE L^ "P8885 EE Ve 0. 3 fe 


€ Cz ,使 If- f. | i 二 访 . 又 由 已 证 , 当 | E 7T 8o | 二 5 时 ,有 
|l alg) fo — nCGgo) fo ll 22 <5 


于 是 
| aC f£ — nCGgoO f ll ie S 
ll (gf — fo) | r + | xn(go) — fi) Il r 十 
(x 为 西 算 子 ) 
l| æC) fo — rl(go) fo | 2 = 
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21 f—fole + lzGDfo—nzGOfslzs «e 

得 证 . 

G) rle) = 工 这 从 下 式 直 接 可 得 ， 

nle) f x) = x(0,0,0) f (2 = f(x) 

命题 得 证 . 证 毕 . 

注 2.1 当 Banach 空 间或 Hilbert 空 间 为 无 限 维 时 ,其 表示 称 
为 无 限 维 表示 . 

定义 2.2 A: H,— H,(A € R\{0)): 

à (qp) = Qrsgni «la las lA I8 B 

为 伸缩 变换 (dilation). 它 是 一 类 不 均匀 的 相似 变换 . 

命题 2.2 (D 8 eG = w ,VAX E ROCI a 关于 4 同 态 ); 

(2) & Cw * w) = 8, Cw)8, Cw , V w,w' € H,( 即 6 关于 元 素 
w € H, 同 态 ). 

证 明 是 容易 的 . 

定义 2.3 VA € RM) 4E Xm Cu) 二 x(6(w)), 这 里 x 如 命 
Bi 2. 1. 

命题 2.3 ma ERNOD Æ H, 4EL'OR'O 上 的 西 表示 . 

证 明 ”对 fEL(R' ,Am(w)f=x(6(w))f. 因 为 5.(w) € 
H, ,xt 为 西 算 子 ,所 以 m OO 是 丁 算 子 ， 

CD 对 任意 ww € 五 ,, 有 

mw mw ) = z( lw) n (8, Cw 2) = x Cw) * 61690) = 

aC, Gw * w/0) = m Go * w) 
(2) M4 wp — w A,A Cw) — A Cus ELIGE L7 中 ,有 
m f —z GO) f — az Gs) f = mlw) f, YFEL 

(3) m CO = alele) = zle) = IL WE. 

$2.2 MEX 2.3 Hm =r. 

注 2.3 FR AH, 的 无 穷 维 非 平凡 表示 . 

定义 2.4 H, 的 一 维 ( 非 平凡 ) 表示 定义 如 下 : 取 B=C, 定 义 
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内 积 (z,z) = ze z , 则 CC 构成 一 个 Hilbert 空间 . W rop q p) 
z 二 eY "7p zz, 这 是 个 西 算 子 , 且 满 足 定义 2.1 中 的 (1) ~ (3). 

这 里 只 证 明 (1): 

nop tq Prop lt ,gq pz = 
ert v? eio tw? y — 
eioet n rp» > — 
nopi p) * C(t ,gq p]z 

所 谓 H, 的 平凡 表示 ,是 指 x(t,q,p) — 1( 恒 等 算 子 ) ,V(t,g， 
p) EH.. 

定义 2.5 设 x 是 昌 ; 的 一 个 西 表示 ,全 体 表 示 所 成 的 空间 为 
H, , 称 x 是 不 可 约 的 , 若 不 存在 H, 的 一 个 真 、 闭 的 子 空间 HH“; ,使 

ageH. CH, WVgc€H, 

此 式 说 明 H'. 为 不 变 子 空间 ,上 述 包 含 关系 怡 是 不 变 子 空间 的 
含义 ， 

如 何 判断 不 可 约 ?我 们 有 下 列 判别 准则 . 

定理 2.1 设 r 是 互 , 的 一 个 酉 表示 , 则 是 不 可 约 的 , 当 且 仅 
MA € L(H,),Ar(g) = x(g)A. Vg € H,2A—Al € C. 

该 定理 对 一 般 的 Lie 群 也 成 立 . 利用 此 定理 ,可 证 明 : 

命题 2.4 zx 是 不 可 约 的 . 

证 明 任 取 A:L2(R") -> 三 (R") HERAT. A nq p)A= 
Artıq p), "RE NEG (5q,0 = (0,g,0)， 则 Af) = 
A[e** f G2], f EL, 对 其 等 号 两 边 同 乘 以 g(q) € CT ,并 对 g 积 分 : 


[gc ent daA f Go = [ALe Def a Jaq = 
A[Jecoer*áar co | 
因此 
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gGDAfG) = AGGO f(x») 
其 中 这 (xz) = feco erta. 4 X) = GGO € KH Schwartz 空 


间 ), 因 此 
GCDAF (xz) = ACG) f(x), GE ZwyfecLr 
$ B; = (x: xlszijx€RUJK 
1, r€B; 
f- n z € B, 
MAELA 
ACf;Cx0)GGO) = ACG), GEF 
令 j 一 ceo, 得 
A(G) = JimA( 方 ) * GGO 二 a()GGOa. e. TE L? 意义 下 . 
在 n(1,q, D) A = Ax(t,g,p) 中 , 取 (t,q,p) = (0,0, 22 , Bl 
z(0,0, 5) AG = Ax (0,0, p)G 
即 
CAG) Cr - p) = A(GCr ++ p)) 
alx + £)GCGc-F p) — a(x)G(r--p), VpcmR 
BjaCrd-2)-—aoOa.e. ital) = 二 常数 a.e.. 从 而 AG = AGa. e. , 
BB A — AI. Hi 9 在 L 中 稠密 ,得 证 . 
现在 举 一 个 可 约 丁 表示 的 例子 . 
例 2.1 Bwe R^" ,w' € R"",f € LRT) ELER 
x (5g, 0 f Cw) = rr。w). 可 以 证 明 这 不 是 一 个 不 可 约 本 算 
子 :L2(R2) 一 了 上 (CR2 1), 且 是 一 个 本 表示 . 
证 明 X fe LRH), 
zx Cwr Gw )f Cw) = fw w « w^) =r lwe. w)fCw) 
反 证 法 :假设 x 为 不 可 约 的 , 则 设 AE ZU (OR )D,H 
An (wf Cw/) = x GO) Af Gw') 
则 A =A RER A — x (1,0,0), 则 
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Ar Gg p) = zx/(0,0,0 sq p) = x (tt+1,g,p) 
x (tq p)A = x sq fox (1,0,0) = x (t+1,g,p) 
因此 
Ar Cw) = x (w)A 
由 不 可 约 的 假定 ,应 有 A —AIQ € O,RBl x (1,0,0)f(w) = 
Af Cw), Bil 
faG-lq.Dp-—aAf(ü.qp. YE 
a f — etre € L'OUUO RAER A 
e Cone aeta 一 Ae C iota 
即 e 77" — QR P CARCER A 是 常量 ,矛盾 .证 毕 . 
ik2.4 ME x, GE X. 2. 3) x. (定义 2.4) 不 可 约 . 
5E 3.2.6 称 Lie 群 G 上 的 两 个 西 表示 x ,x 是 等 价 的 , 若 存在 
HEH T: H, — Hy ,使 得 x(g) = Tr (g)T ,VgE€G. 
下 面 将 不 加 证 明 地 叙述 两 个 结论 . 
定理 2.2 (moro) 中 任 二 不 同 元 素 , 不 是 本 等 价 . 
定理 2.3 H, 的 任 一 个 不 可 约 丁 表 示 必 和 {myrop} 中 的 某 
一 个 酉 等 价 . 
注 2.5 设 x# (t,g,p)fCz) = e Cre HP f(z 十 p). 这 是 个 
酉 表示 ,可 以 证 明 nf 西 等 价 于 m. 


2.2 卷 积 代 数 、 函 数 及 分 布 的 表示 


在 欧 氏 空间 R 中 , 显 见 : 设 f EL'(R"), 则 有 
| rez+zodz=| f(zx)dzx 


» 
成 立 . 这 里 通过 令 x = xz 十 zo, 则 dz = dr. 
对 Lie 群 G, 取 定 go € G, 对 任意 g € G, 称 变换 
g&g'G-G 
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为 左 平移 , 称 变换 
Bg»! GG 
为 右 平 移 . 对 积分 


| fs des € L(G) 


若 G 上 的 测度 满足 deg) = dg, 则 此 测度 称 为 左 不 变 测 度 ; 若 
d(ggo) = dg, 则 此 测度 称 为 右 不 变 测度 . 

任何 Lie 群 G 都 有 不 变 测度 ( 左 或 右 ) ,但 左 不 变 测度 和 右 不 
变 测度 一 般 不 相等 . 若 左 不 变 测度 和 右 不 变 测 度 相 等 , 则 此 Lie 群 
Tk 29 4 Ei CUnimodulaD Lie 2E , RF Lie 群 是 么 模 Lie Rf. 

命题 2.5 Heisenberg 群 上 的 不 变 测度 是 dedqd p. 

证 阴 MG sq p) = (to ,go so) ° (teq, £0 ,可知 太一 为 十 


te — Lebe d = q qp = p + fe. 得 到 dz = dt + 


lado — podqrda = dqrdp = dp, 因 此 


dt A dg A dp = dt A dq A dp 
证 毕 . 
本 书 涉及 的 测度 都 是 Haar 测度 , 即 不 变 测 度 . 


2.2.1 Lie 群 上 的 卷 积 
设 fof: €E LO, ELERA 
fi*f:= [fioi da 


命题 2.6 fi f, R&L'(GOXLG) — LOO 的 双 线性 连续 
映射 . 
证 明 “利用 平移 不 变性 ,有 


| | fı * fe | dg =f | | fio fi Gr des | dg < 
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LI | AGO R GU | dgdg < 
GJ G 


Í. | fi (g1) | de: | | Gig | dg = 


WAles fol 
把 卷 积 看 做 一 个 乘法 , 则 卷 积 构成 一 个 代数 , 且 是 运算 封闭 的 . 对 
卷 积 还 可 证 明 
Cr (G) X Gy (G) > Go (G) 
E (O X &(G) — E (G) 
证 明 与 欧 氏 空间 中 的 证 明和 平行 .证 毕 . 
定义 2.7 设 x 是 G 的 一 个 西 表示 ,表示 空间 日 .为 Hilbert 空 
jg. d f € LG, EL ar : H, 一 日 :为 
x(f)u = [fon GD uda. Vue H, 
aH 称 为 了 的 群 Fourier 变换 . 
命题 2.7 «(OD € LH.) A lP xm £l». 
证 明 ”注意 到 x(g)u:G-> H,, 有 
lau |l n, <Í IAD le luha de = Ifilo e lulla 
证 毕 . 
我 们 指出 rO 与 欧 氏 空间 中 Fourier 变换 有 密切 关系 . 事实 
EG R 为 交换 群 ,及 , — C. 取 参 变量 € € RNO), 对 
NA [2 R” sa € C, 有 


Te(Z)a 一 etta 


对 AEL ,有 
Ane(f)a= [f Gom Goods 一 | ef Cn) dz “a= f.a 
因此 nOD = fO 


欧 氏 空间 上 的 Fourier 变换 有 性 质 (fi x f^ — fifa. 对 群 
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Fourier 变换 ,也 有 类 似 的 性 质 ， 
命题 2.8 Wf ELO, f: € LGM 
alfi * fa) = nl fidel fa) 
上 式 等 号 右边 表示 合成 . 
先 证 明 一 个 辅助 等 式 : 


z(g)n Du = [ACT Gode g2 €G, u€ H, 
WEBB 利用 左 不 变 测 上 度 , 有 
左边 一 san) | fx GDudg - | Axe Duig = 


JG ngg udg = | FE o Gnudg = t 
命题 2.8 的 证 明 :利用 辅助 等 式 ,有 
rf Oxfou= | fi Gm fulde, = 


[L^ n )| fi Gi gr Yudgdg 一 
| | fico a oda * z(gudg = 


[Gi fo Gn GDudg = 
z(fi* fu, Yuc H, 
证 毕 . 
定义 2.8 称 xE H, 为 关于 x 的 C” 向量, 车 x(g)u: G>H, 
为 C” 映射 ,这 里 g € G. 
命题 2.9 d f € CG),uE€E H rlou Jg C^ BR, B 
x(u C? m&. 
证 明令 v= x(f)u, 则 由 辅助 等 式 ， 


x(g)v = x(g) A Du = [ft a rg udg" 
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因为 gg 为 g 的 解析 函数 ,AE Cri xiv € C”, 从 而 v 是 
C* PR. uES. 

定义 2.9 Gárding 空间 9, = (v: v = nCJOw, f € CF (COD, 
u € H,). 

由 命题 2.9, 知 

8, C C^ GO? 向 量 的 全 体 ) 
还 可 证 明 9, YE C^ GO pE. 

命题 2.10 在 Heisenberg 群 H, 的 情形 ,C” Gr) = XR"). 
这 里 x — zi ;, 见 命题 2. 1 和 命题 2. 3. 

证 明 ”注意 H, — L'(ROSH XRO C C^ (mn) 显然 .反之 , 设 
f € C^ GO CLR), ij 0,0, p) flr) H R — LR) f C^ 
映射 , 且 

n00, p) fz) = flat p) 
所 以 对 任意 的 p, 有 
DsfG +p) € L'(R') 

即 得 D:f (x) € LR’) 

从 而 对 任意 的 m, 有 f E H"(RO. 由 Sobolev BR AM, 知 
f € C^ (QU), HHi rO g 2 fé) : R' — LR Jg C^ 映射 ,而 
n(0,q, p) f(x) = e GHI fx p) BE 

D;Di[e* CP f(x 4- pp ]e L? 


即 D; (z 十 去 2) fa »]e L 
H 
十 co >f, [o| (z+ Eo) fe ] | as z+ 名)== 


[ot] 


GI J. 


a^ Dy f (' - 5) | da 
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所 以 对 任意 的 a,8, 有 zx 3D%f(z') € LAM S € RR). WEE. 
2.2.2 398 C^ 向 量 空间 C2 (x) 


fruc Cr (Cr) EHR uE HH Voc H..H 
$.,(g) = (n(ghuso)n € C^ (G) 

这 里 注意 4.208) 是 通常 函数 . 

命题 2.11 C; GO = C x) 

证 明 ”化 成 欧 氏 空间 情形 , 即 须 证 :车 f:UC R"->H 是 连 
续 映 射 , 则 

fE CU Hi)S 
F(x) = (f(z) son, € C"(U— HO, VocH, 


“->” 显 然 , 只 证 “<-”. 由 于 Fo(Cz 十 Az) 一 F.Cz) DaF, 
j-1 
AT; = oC 1 Ax p.n 


J 


Gf Gc Ax) — f Go — Daf * Ax; o) = oC| Ax D 
j=1 


B | Ax | 二 5x) 时 ,得 到 关于 o 的 逐 点 估计 
| fera 一 fi) n E "Nes 


Ar 
由 一 致 有 界 原理 ， 
| fo Ax) -— fi « C) 
Ar H, 
且 
|aF.(z) |= | lim fe AD G2 uy co 1 


因此 34; € H, ,使 oF, CO = $; w). 又 fGo 是 CU -> 盏 .) ,所 以 
| cto — ren &u|- 


F (z+ te;) — FG) — 8,F,GOt 
t 


| = o(t) 
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t0 


.由 此 知 £. € C (U— Hj). 


然后 利用 流 形 上 集 到 欧 氏 空间 子 集 的 黏 贴 . 证 毕 . 
当 &E ECG) ,如 何 定 义 x(&)? 
H fE Cr ,可知 


CrPuwa, = (|fGonGDudgse), = 


H 


x 


fc te) — fx) 
t 


[AO Gua, dg = (FE Du), ) = 


CFE) Puw? 

于 是 给 出 如 下 定义 ， 

定义 2.10 kE EG, Mjr) 定义 为 C” GO 一 H, 的 如 
下 形式 : 

xkusw)n = k, Gr(gusaDn 2o: 
Vu E C^ GO, Vo € H, 

注 2.6 定义 2.10 的 合理 性 ， 

d) H u E€ C” e) HER bua C — (IxCg)usoDn, € C" (CC); 

(2) 利用 紧 支 广义 函数 的 结构 定理 , 有 | Duwa, [S 
Csup,isien | Duu [x Csup | (gruo) |< C, llo ||» BRL it 
x(b)uC H; = H,. 

命题 2.12 kE, Mrak): C^ GO > C^ Go. 

证 明 ”由 命题 2.11, 只 须 证 明 x OO : C7 GO — Cz (r)， 即 证 

(nCg)nC)u,o) € C (G), Vue Car), Vo € H, 
但 利用 x(Cg)， = x)! 2 nx(g Dar BIG 

(GrCgon (kusw) = (x ku ng Do) = 

klg), elg Mung 0o) = (klg), Clegg usw) € C (G) 
这 里 用 到 (x(gg uw) 关于 g 解析 ,关于 g 为 C”. 证 毕 . 
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2.3  Plancherel 等 式 


在 欧 氏 空间 中 约定 : 
(1) Fourier 变换 为 了 (8 = | etf dzs 


(2) Fourier XERA 了 Cx) = ax etf CO d; 
(2x20" Jw" 


(08-21; 

(4) Plancherel AR; | £l? — (2:0" | f£ HE ?. 

E AU fff Fourier 变换 x(S) 在 欧 氏 空间 相当 于 Fourier 变换 ,这 
里 将 对 群 Fourier 变换 建立 Plancherel 公式 . 

Weyl 型 拟 微 分 算 子 (参阅 Hórmander: The Analysis of 
Linear Partial Differential Operators IID 形 如 


aC(xr,D)u = al. ec» (^ Ju Go dyde 
其 中 ,a(z,&) € F RXR) 为 分 布 ， 
az D) : XR) — $'(R") 
Falz, E) 为 关于 ze 的 多 项 式 , 则 alr, D 为 偏 微分 算 子 . 
命题 2.13 “对 于 Heisenberg 群 上 的 西 表示 ,成 立 
ralig p) = iSem A > 0) 
证 明 ”利用 1 的 Fourier 变换 为 6, 得 


1 1 
erat qrt? pt D) 


u = 


: ; 二 zhy 工 。 
iCr y) +E gi CEA 2 qp 8 u(y)dydé -一 


1 | e 
(210" J gae" 


1 | gi cor? edee mie) u(y) dy 一 
(2z2" J joa 


| KAC y - A? pe EAr) u(y)dy = 
R 
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1 
rtrti2 p 


e Gus eR) y pag 一 


gunt esit) LC EAT b) = na qi pr 
故而 得 证 . 
命题 2.14 设 广 E L'CHO W 
ralf) = FCEA Az, — AD) 
证 明 ERR) n CO 和 Weyl 型 拟 微分 算 子 的 定义 ,有 


ra Pu = | f sqs pora ss f)udtdgdp = 


: L l 
Les f.q, piel ‘tt? Trta? RD udtdqdp 一 


zx . 
(2x pen SE p) 


f ， e It ei Gora? ePi Pe) y (y) dydédtdgdp 一 
S 


1 3 ircy 3t (Cry) — 
SI (FF2 L3, Ate)e Cy) dyd 


FFA, Ax, — A? DN 
故 命题 得 证 . 
这 个 命题 说 明 一 个 函数 的 酉 表示 可 用 Weyl 型 拟 微 分 算 子 来 
表示 . 
定义 2.11 设 算 子 A 是 Hilbert 空间 吾 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
(gj) 是 H REZE. £ 


53 I Ae; I? <+ co 
j=l 


则 称 A 为 Hilbert-Schmidt 算 子 (或 H-S # F), HWA 
Hilbert-Schmidt 范 数 为 


IA ls = (© l Ag; E? 
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有 时 也 用 记号 2 I Ap l? = A'A). 


注 2.7 

(1) [A l| us 不 依赖 于 {w} 的 选取 ; 

C | AI s IA Muss 

(3) 所 有 H-S 算 子 构成 一 个 Hilbert 空间 ,其 内 积 为 


(A,B)us = `, (Ag; Bp;? 
j= 
(4) A 的 算 子 迹 定义 为 trh = Cg; Ag). 
j=l 
命题 2.15 kly) € RXR), Vu € LR), S 
Ku(z) = | kæ yud 
R 
yj K Æ H-S 算 子 (定义 在 LR) L) H 
IK Las = (| | kx) l'dzdy)" = 1k Ia 
R 
UB] Bo 为 工 :(R") 的 一 组 正 交 基 , 于 是 
IK lis = © l Kp l? = Df, 1 [ 6» dy l'a = 
j j 
LTITOUUN TUO 一 
x. [[ ene odo], EG g G4 ja 
LL Lee» Eas Dp G? p dydy dz = 
R j 
fiak G3) klasy )8Cy — y )dydy dz = 
| nk Cr, y) RCzyy)dydz = 
R 
[EG Pdrdy = Ik an 


SEBA |K ls — D, I Ko; l* X Kg; = J, Ke» 
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p09 及 Kg; = 91,1 (Kopp) 1, 因 此 
l K lits = J) | (Kgg) F = 
Lj 


MNT e Gg Gdydx 
Lj 
注意 到 gu = plp (y) Æ LR X R') 中 的 正 交 基 , 因 此 
IK ls = 911GG.»oGOogG»Dl* 一 
FII 


Il klz, y) l ? L'oR' xg") 
得 证 . 
命题 2. 16 (Plancherel 公式 ) i f € L'VHO f) L'COH,), 
则 
lf Mira = | la lhs 1A Pd 
这 里 要 求 f € DH.) ,是 为 了 可 对 f£ 作 西 表示 x CO. 
WEBB HENX 2.11.49 E 2.14] A 2 0, 有 
ls C Il is =>, l zaCOo; ?= 


»» l £CEA, Tar, — At Dog; |? 
注意 到 
FFA, FAZZ, —A? D)o; 一 


zl eFC A, Tai zy —A* D p(y) dyd 
(2x)" r” 2 


Gates MG toc CPP gii 


fCEATAÍzr,—AiD)g; 一 


x*| paces. Tat zty, 


A? Cy — zr)) 9 (y)dy = 
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aif fa pp dy 
就 有 
2 
laD lis = 和 于 | [p aapoy] de = 


iL. 


Gat ET Lv acto a) = y JE Jacobi 行列 式 刚好 是 1, 


1 1 2 
Fia (Fàs Fa? fix446-32) dzdy 


| ns CO Ms =a” I ha CEA Fa! [dz dy 
关于 第 二 个 变 元 用 Parseval 等 式 , 得 
lra CO llis — t so |, EA GEI; D'dadp 


所 以 


1 二 oo 
ces]. lm CO lis là la = 


l .| n "| T.(— 2 — 
(2:07 (2x) 全 gi | fi A,g,p) | dAdgdp 
il P 2 2 
zl... | fi(t,q,p) l'didgqdp = il f ll UH, 
命题 2. 17 (Plancherel 公式 的 极 化 形式 ) 


十 oo 
(eyeu = cases] tm OO m G0 La rd 
证 明 ”由 平行 四 边 形 法 则 及 命题 2. 16, 有 


(f,8) Lm) = 
|= ? |5 ille ? i| zs ? 
oo 2 — 
am] Ln (E24) Hs n (全 3) ) 
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2 


illa (£338) s m (E75) Jara 


2 


2 
+i 


m) j; mg 1 
2 


m Coi 十 im Cg) gj 
2 


m9; EN im (8) 9; 
2 


2 

J à ["dà = 
十 oo 

Gas]. 30 GO o maneo làAl'd- 
十 oo 

Bm) Dm t none) | à [”dà = 


十 co 
-| trG CD * s G2. Tab da 
证 毕 . 
命题 2. 18 FARY: 
十 co 
FODD = cgo || Gn CO m Goa p? LA da 
f(z) = [96 — food = (f(z ),6(z—z)) = 
1 Te / 
Ga mf m GG — 2 Dljal'd- 
1 un x 
Ge woo mi tq. p)? | à |*dà 
这 里 用 到 


m GG — 2) = [Gm Gud! = m Gu ER, 
R 
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本 章 3. 1 节 考 察 Heisenberg 群 上 的 Lie 代数 及 光滑 向 量 场 ; 
3. 2 节 考 察 不 变 微 分 算 子 及 卷 积 算 子 . 


3.1 Lie 代数 与 光滑 向 量 场 


定义 3.1 设 9 是 域 上 的 线性 空间 ,车 存在 换 位 运算 LX， 
Yj:9X 9-> 9 ,满足 : 

CD 反 交 换 性 :LX,Y] = 一 [Y,Xj; 

(2) ER £& fETE: [AX +Y, Z] — 4[X,2j] 十 jy[LY,2]; 

(3) Jacobi EER: [X,Y,Z] - LY CZ. X D] À- LZ, LX. Y 1] = 0. 
则 称 9 为 一 个 Lie 代数 . 

注 3.1 车 9 为 有 限 维 的 ,比如 x 维 . 可 设 Xe X, 为 9 的 


n 


基底 ,[X;,X;] 一 5 cb XR GS ) (i,7,k —1],.m 为 9 的 结构 


常数 . 定义 中 的 三 个 条 件 可 通过 结构 常数 的 相应 关系 表示 出 来 , 反 
之 也 对 . 

MEn EC WE TM RM 的 切 从 , 称 X,: x TM(T.M 
Æ rE M 处 的 切 空间 ) 的 映射 为 光滑 向 量 场 , 若 了 E C^ OMD 时 ， 
fO) € CM). 

命题 3.1 在 局 部 坐标 系 下 ,光滑 向 量 场 可 表示 为 


ERES 3 l " 
X, = 2720 FE a;(x) € C^ (M) 


命题 3. 2 ”在 光滑 流 形 M 上 所 有 光滑 向 量 场 所 构成 的 线性 
空间 中 ,引进 换 位 运算 
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[X,Y] = Xy- yx 
则 可 构成 一 个 Lie 代数 . 
证 明 ”人 先 证 运算 的 封闭 性 . 由 命题 3. 1 ,可 设 


= (aD -2 = 2 
X= Sa) ac Y > bz) a 


A 
9 
XY — YX = 3E FEN 


其 中 


er) 一 M (a; Co A cO 


所 以 [X,Y ] 是 光滑 向 量 场 . 
容易 验证 定义 3. 1 中 的 三 条 .证 毕 . 
定义 3.2 设 X 是 Lie 群 G 上 的 一 个 光滑 向 量 场 , 设 g c G， 
令 左 平移 Lı: (G) -> CG H 
Lif lw) = fig * o9 
车 对 Vge€ G.S L. X= X» Lg Wl gg 9 为 左 平移 不 变 向 量 场 . 
命题 3.3 G 上 所 有 左 不 变 向 量 场 构成 Lie 代数 9 , 且 其 维 数 
为 n(G KERO, H 9 同 构 于 了.G. 
ERA RX, V 是 左 不 变 向 量 场 ,定义 
[9,9 ] = 9 — YX 


这 


则 
L; [X,Y] = L, ° CX — YX ) = 
Le XY — LYX = XL, Y — YL, = 
9L, — YX, =[X, Y]. L; 
所 以 [X,Y] 为 左 不 变 的 , 故 换 位 运算 是 封闭 的 . 
现 证 9 同 构 于 T.G. 任 取 XE 8, BXL, X= X.L AA 
L,CXf) = XLS) BP Xf gw) = X (f(gw)), 所 以 
X LCD = X laf) | 
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A v — e MX A = X. Lf). BX«.e TG, 所 以 X 对 应 了 
TG 中 的 一 个 元 素 . 

反之 ;对 YD E TGE NE) = Do (Ls), 则 它 是 一 个 
光滑 向 量 场 , 且 由 于 LLsf (Cw) = L,f Oo) = fOgo) = Lyf low), 
所 以 工 = La ;从 而 

CX LiP) = DVGA4Líf) 一 

Do Luef) = K(f (hg) = L,CX? f)Cg) 

即 得 X L,f = LX f MX "是 一 个 左 不 变 的 向 量 场 . 因此 T.G 中 
的 任 一 元 对 应 了 9 中 一 个 向 量 场 .证 毕 . 

例 3.1 Heisenberg fif H,. 


HFP) «Gp m GE bed a. pat 
; , əə . 3 29 . 9 
qp po. T.H, 的 基底 为 or'aq oq. op. Op, B 
Wo 58M;j = 1,…+,n, 相 对 应 , 则 


Mf aq. = ao auf) = 


9 7 1 。 (dl e 7 /7 
ax (ttt + 9 9 Pad pp) 


g-e 


əf — ta 2f = 

ap, VOP? 20 ar e» 
a _ 1,289 

(a5; 227 a) een 


类 似 地 , 设 L; Sid 一 1,2,…,n, 相 对 应 , 则 有 
Ljf (t,q,p) = (Etze à een 


设 T52, 相对 应 ,有 
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且 可 证 明 [L;,M;] 一 一 T,[M,,L;] 一 工 ,而 其 余 换 位 均 为 0. 

引 理 3.1 设 久 是 Lie 群 G 的 一 个 左 不 变 向 量 场 , 则 存在 唯一 
的 解析 曲线 ax (2) ;:R 一 G, 满 足 : 

(Dea 0) =e € G; 

(2 FEe> 0,4 |t|<eRt, 


fan (1) = Nan CO 


(3) Ytst € Rax (ti )ax C85) = ax i +t). 
条 件 (3) 表明 曲线 是 封闭 的 ,证 明 参 阅 参 考 文 献 [13j. 

定义 3.3 上述 ax (OO 称 为 G 的 对 应 于 X 的 单 参数 子 群 , 记 
Jež, 

定义 3.4 EXE 8, 定义 


aX Ju = lim ZCX UT, u€ H, 
1—0 


如 上 述 极限 存在 . 若 xE Cz , 则 上 述 极限 一 定 存在 . 
注 3.2 


xX Ju = Sn Cexpt X Ju E 一 


X x{ expex) u | 1=0 一 X alw) U | 包 一 e 


例 3.2 Æ Heisenberg # 日 ,上 ,已 知 


29. 1,9 —9 11,9 =- 2 
M; = 35. a b og 2/87 T= a 


rut,q pulz) = ei Gol Tecta) FC AT p) LI] 
muab;j jur) = 
L; Ga Gg» Duld) | o 70.0 = 


(总 十 l5 2) [e a? typ) y (z +A? p) | coo. = 
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ick At ) xulr) 


因此 rualL;) =+ tir; 
BS ina CM = a? 2E aM) = AE SS. 此外， 
Ox; Ox; 
xaT) —uca. 


3.2 不 变 微分 算 子 与 卷 积 算 子 


通过 和 表示 有 关 的 运算 , 左 不 变 微分 算 子 的 刻 划 , 加 上 
Plancherel 公式 ,可 用 来 解决 微分 方程 的 一 些 问题 . 为 此 , 现 利用 
zr(g);H, > H,(g € G) Hia COCF € & Rf € L') KER 

zx(900Xc G): QG >C 

证 明 下 列 命题 : 

命题 3.4 设 XE9,u€ C7, 则 

X OrCgou = zCgonC900u 
这 里 x(g)u 是 从 G AH, 的 光滑 映射 . 
证 明 因为 左 不 变 向 量 场 与 原点 处 向 量 场 同 构 , 所 以 
X (au) = [ 9 gh) ul = 


ig * exptX ) Ju |=0 = 


Sn Gn Cexpéx Ju] |20 = x (pA X )u 
证 毕 . 
命题 3.5 rX) C — C7 
证 明 — HucC.$z(90u-—v,ZEiEvc C..H 
z(gov — nCgonC3X Ou = X C(xCgou) 
又 因为 x(g)u E€ C”(G 一 H.),X ERC 系数 的 一 阶 微分 算 子 ， 
因而 x(g)v E C (G 一 HO.BrUL ve C. WE. 
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推论 3.1 a[ 95 V ] — [xC9O0.xCS0 ], 3x BAE Bo DN 


aX onC*S ) — nY (X). 


证 明 由 于 命题 3.4, 有 
zGO[zCX0 x Y Ju = zCGg)[xCX0xC(CUDOu —xCQy0nC90u] = 


X (OrCgonCQODu— Y GxCg)nCDODID = 
XY (algu) — YX (rlg)u) = 
CX, Y jjrCg) = x(g)xL X,Y ju 

取 g = e',r(Cg) = 了 ,得 证 . 


现在 考虑 rX). 
命题 3.6 rX) = 一 x( 有 xr(%), 这 里 f€E8'(G) 或 f 


RXf € LO». 
证 明 — Xu € C7, 则 由 dg 为 左 不 变 测度 ,得 


aX Du = f. X f ann (gDudg = 
Léo X a Cg)udg 


因为 在 左 不 变 测度 下 , X :一 一 义 ,所 以 
z(X fu =- | /ee Xr(g)udg = 


OOE Judg = 
— x x YX )u 


WB (Xu 一 | f) 9 GDudg = | FO 9n GDudg = PAX u 


证 毕 . 
推论 3.2 在 命题 3.6 的 假定 下 ， 
aCXY f) =— nY 门 xrCX ) = 


zCÉ nx U)0nx X) = rn Y rX’) 


一 般 , 若 令 PCX) = a9, 9, Su, 其 中 一 (ao 


Oxlkxom 
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ar) l X aj xn(X;) —],-n 为 8 mad ,a。 为 常数 , 则 
nCPCX ) = nf) > aun Cra CX LO 


Ohm 


命题 3.7 Xf f) = fix Xf, Kp x 是 左 不 变 向 量 
H, fife E€ EG). 
证 明 由 卷 积 定义 ,可 得 


Xix fa) = x | AORO dy = 
[^o X fiCy!x)dy = 


[ADADO ady = fi X f 
证 毕 . 

以 4 记 所 有 P(X) 的 集合 , RA Lie 群 的 万 有 包 络 代数 
Cuniversal enveloping algebra). 以 BWG 上 所 有 光滑 系数 的 左 不 
变 线性 偏 微分 算 子 的 集合 . 记 

Pr,D.) = >yao(z)D.，a(z) EC (G) 


lal sm 
则 有 
LiP(l(x,D,) = P(iz,DOL, YREG 
LJ c io PS RA 
Ku = uxk, k ER@(G),suppk = {e} 
的 左 卷 积 算 子 的 集合 . 
定理 3.1 A= B=0 
证 明 (DAC 2; 
dB PCX) = Mau Xas AX Lr = LiX ,(OL D. A 
L,PCX) = PCOOL,, 
(D) BC €; 
dH P(x,D) € 8,8 Pa, D) 左 不 变 ,得 
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PG,D)u = P(x, D) (uxd) = PCz,D)| uO dy = 


[uO PEDD dy = ux (P(x, D)8) 


由 于 supp(CP(X,D)6) = (e) ,得 证 . 
(3)CC A; 
d Ku = ux k,suppk = (e), ll] k(x) = > a38 7) :二 


lal&m 
P(D)6(z). 由 于 


-5 9 /—— 154... 
X= 2ja4GD gt, j=l, sn 


XC), = 过 ,因而 


ay (0) = Oy *, det(a; (00) =] 
这 里 6 为 Kronecker 符 号 .在 单位 元 e 附 近 ,det(aj (x)) > 0. FE 


TRHA e XRH): 


9 


9 
$.- Xo x, 


X Vo € C$. 
95 = -Gap — | , = 
(二 9) (862, XE) (GO, 3b. G) X jg Go) 
— Mb, (CX px)) lazo = (S640) 98 GO 9) 
aE = S b0) x or 
Ox, 了 
Ku —ux*k-—ux(a98() = 


lai sm 


Mean) (n) 


la| im 


n 


ux Sa.[[C5150 €0s8 — 


lal &m j=l 


$- Heisenberg 群 的 Lie 代数 


u * Dos TEE X pÔ = u * Q,CX Ò — 


N&m 


Qn CX (0*8) = Qn (X Ju 
HPUX 左 不 变 , 至 此 定理 3. 1 全 部 证 完 . 
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第 四 童 ^ Kohn-Laplace 算 子 的 基本 解 


回忆 1.3 节 ,已 经 知道 Heisenberg E H, J&fE ss Bl (ry : 


zyy € Ri € R) 上 赋予 群 运算 
Gy DG',y t) 一 Gb x yy tr la . y-l». x^) 
(4.1) 


而 形成 的 空间 (其 中 T- y = 2j. 


id H, 的 Lie ROS A. dH, EEA Ic E e a R, 
基底 为 
9 


L =t a j= levon 
M =; =n i j= lesn (4. 2) 
AT 
e, =- YAMD +T © 3 


被 称 为 Kohn-Laplace 算 子 , 其 中 必 为 一 个 复数 . 该 算 子 起 源 于 复 几 
何 , 且 与 量子 物理 学 密切 相关 , 见 参考 文献 [19 - 20,50], KRAF 
质 上 的 研究 意义 , 且 是 研究 一 般 变 系数 偏 微分 算 子 的 起 点 和 模型 . 
在 过 去 数 十 年 里 ,该 算 子 得 到 了 广泛 的 研究 ,揭示 了 一 系列 重要 性 
质 , 见 参考 文献 [2,19 -20,27 - 28,49 一 50]. 

本 章 考 虑 Heisenberg 群 上 的 Kohn-Laplace 算 子 的 基本 解 ,这 
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里 Kohn-Laplace 算 子 可 展开 为 


£, =— MY +M) + iT = 


j=l 
n 2 2 
Ce az e ay)ar 


leet Č]; 2 
+y EM 


M» La GU YD AOR, L, ERES 05 977 ia = OR, 
L, 是 退化 椭圆 的 . 利用 例 3.1 和 例 3.2 有 

m CL) -— lal (4 z ja =la EAH zio xad) 
对 后 者 ,可 用 Hermite 展开 . 


本 章 4.1 节 简 单 介 绍 Hermite 函数 ;4. 2 节 形 式 地 求解 基本 
58,4. 3 节 给 出 严格 论证 ;4.4 节 讨论 局 部 可 解 性 与 亚 椭圆 性 . 


4.1 Hermite 函数 


定义 4.1 iac zZ AK 
$, (x) = (dal) Trier gel , Yrer 
为 具有 指标 a 的 Hermite 函数 . 
性 质 : 
(1) Rf 4. GO 形 为 P. GO e T ,这 里 PLGO 为 多 项 式 ,因而 
$ (r) € ARR"). 
(2) {AN d& LR) 上 的 完备 S 8 (IEEE, 
l, CQ 一 B 
at J2 = 
(XL 0, az 


(3) $ 2— i! &,. 
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(4) C— A, +| x 104,6 = (2 a (Hmh, Cx), BB $, Cx) 
3g Hermite FF — A +| x 1 的 特征 函数 . 

(5)Mehler 公式 见 参 考 文献 [17j: 当 rE C, |ri<lry E 
R” 时 ， 
Dr 46$) = 


srry- (OE XXE x tyl 
2(1— 0) 


xz ?(0—72)3exp 


KCr,x.y) 
在 {| c1 1G) E R”) 的 任 一 紧 子 集 上 绝对 一 致 收敛 . 若 固 定 
rr WERF y 可 积 . 


4.2 R 解 


设 u(t,x.y) 一 u 满足 


fau 一 Òlt x.y) 


作 丁 表示 ,得 
xa luwara lL) = 1, (20) 
Bp 
rz) AI C Acl el* xz ul] I (4. 4) 
回忆 命题 2. 18, 有 
uG,r.y)— 
1 


[trt Q0 rut zy) | À |”dà = 


(2307! 
1 +o n 

Gau]. 22 arn pb sna Oh) | A | da (4. 5) 

由 式 (4.1) 及 多 的 性 质 (4), 知 


- 1 
一 1 1 y 
ma G2, CO | À | 了 | a | T OD 
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这 里 要 求 a S5 (Om de) m — 0,1,2,…, 或 | 4 | 二 .又 因为 


raat Tb) = iatea) (gab y) 
所 以 


u(t,r.y) 一 
€ Lx] ei (ENHAT etai) . 
- — J R” 


1 i 
之 2 a Fn Fp ETA »*Od | à [dA 


1 _1 1 
2ļlalļl+nFy 2 | au | 十 2 于 
2 


一 il. Le dr 
0 


所 以 由 Mehler 公式 得 


2j 


1 
- 2|lalt-ncTpu 


l1[ om | 1 
l| Deeg EHAE Edr = 


$. CE+HAaAT 0$, CE = 


1 1 
L|. KG y ode = 


1 af n 
Faf a-et . 


AEH- QE &DXCL El | e AT y [2 
exp| 2(1— 2) Li 
先 对 上 积分 ,计算 得 


1 
| eim] ?xDoa 
R” 


i G-E Ay) AEAN eHaty l? Hely 
2(001— 28) ]- 


exp| 


n - 1 2 
i an rl ,| Q4 nda 
| ia? D egt | eza? | dée 1r? i (G q= el» 一 
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a ete 
因此 
十 co 1 n 
u(t,r,y) = zie] | rr T? e 
E NND 
(PEH) PT ar |a [da = 
1 ! ER EN ce -4 1 十 . 
iam], S'a-ext( Hy 
co NONE 
2Re| e e ERA | | 一 ddr 
利用 


e aru iatt e 
Le e wm dr = | e vA" dr 
0 0 


因为 a = trix Ty it, Rea > 0, 所 以 


l—r 4 
[eH EI nde — ( 1)" » | e ^ di — 
0 
pm d7 (13. G-DI 
=D a2) a" 
有 
u(t,r.y) = 
(a— 1)! Su a/ltr\? 
(RU Rej a cet (I) 
dr 


Itclizl' FOT nu 
T it) 
(n— 1)! 1 tl 

or Re 2 2 a 
(T |. (a+» lel tls -iQ =) 


dr 
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关于 这 里 的 积分 ,注意 到 在 + = 0 处 , 当 ?也 上 coU Lud 


n 时 ,有 奇 性 . 所 以 

u(t,r.y)-— 
(an— DICTF aq yaf ltr lal tly y" 
ian]. [ra-en G4 4o ti) + 
meag ya fltr lel tyl v 
T (1—72 = 1 ir) Jar = 


— IP npg 2 2 AN 
gaafe o eo Late aco 


(ato E EXT a Dit)” Jar 


2A ei tes — et s 
shs, 取 一 号 


e ds 
— (n — 1)! | e^ 2 2 n 
u(t,r.y) = G2 |^ ( EE É ehs ushs) 十 


” ds 
e^ 
| | xl 4b yl —; |= 
(一 二- chs itshs) 
(n—D![** ds 


LL e^ 
(2303 27] o (EE Eas — izshs) 
4 


eL I EU pu Reg ni 


2 2 : 
lz’ yl i chs + itshs = 


R(chscos$ + ishssing) = Rch(s + i$) 


(n= Dtf** ds 


ED = TR e RhG DT 
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($ s—if = s, Bi s 十 ji 及 
(n—D!e^[*» . ds u (n—0D e^ p-n 
(Qux) 2"R"/ s ^ (chs^)" ^ (2:)0"12" 
2 2 in 
利用 ex = (efor = RY (Ref -go (EET eu) ,有 


2p G-Dtlpef(lzxl-4 b yl n L 
u(tx,y) = C, Gris ( 4 ti) = 


gD (lL ty e) (LI EP uu) 
£ (2x) 2" 
这 里 用 到 
R=[(EEHtL2E)+e = 
(二 (LE 


下 面 计算 C,: 


因而 
rn) 


1 1. 
UED) TB (Gun 


第 四 章 ”Kohn-Laplace 算 子 的 基本 解 55 


(E EDU La (Eel En cay? uu 


上 式 的 解 在 原点 有 很 高 的 奇 性 . 


注 4.1 DOO 是 亚 纯 函 数 ,T(r) (zx 0 可 延 拓 到 全 面 上 , 除 
掉 0, 一 1, 一 2,…, 故 上 述 基 本 解 对 一 克 台 关 一 mm 一 0,1,2,…) 成 


3L. BP + yu A 2m-—n,BB | jy| 关 nn 十 2m(m = 0,1,2,…) 成 立 . 
注 4.2 FAE, yt) = (0,0,0) 处 ,其 余 均 不 是 奇 点 . 
注 4.3 Æ Lu, ry) 二 80a y) Waay) = wa, 
xy = w, BR uGw,wO, 满足 Lu = Cw 7 w). 已 知 
£,u, Cw) = 6(w), 作 左 平移 
Ly Lyu, CW) 一 (zw 人 mo) 
即 
£u, Cw w) 一 SC T w) 
故 取 口 = u Cw w), Bf Ar RE w 处 的 基本 解 . 
注 4.4 ”为 求解 方程 fg = fw), f E CH, H LU 一 
lw 1!w) ,得 


f f Cw Uw ,w) dw = 


I. f Go 28 Cu" w)dw! = fw) 
故 所 求解 为 
gw) = [. f Cw Uw w)dw/ = f*u 


进一步 ,考虑 算 子 r,-— Dali +M) + iT a; 05K 
i=] 


基本 解 Uu: £u 一 àG,r,y). 与 前 类 似 , 有 
maa Ga C£, =f 
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及 
1 fr 
utr. y) 一 Gym]... Da Ga eR ea QR. | À [|"da 


AF w| 3s (名 一 部 ) 王 x]14 = EZERT h: 


j=l I 
PE raw (Da (8 -E)yrap. =$, 


(3722/4; +aFp)| À | 744 (UB, = $, 
这 里 a = 2a TE 


一 1 
za G0$, — — A g, 
2 > aja; 十 & 干 w 
j= 


$1 ———L OREH) 
] 25 aj tactu 


j=i 


因为 
Er 
i 2 > ajo; tac 
j=l 
1 bs aa He 
2X Eas cos o» 
而 


i DAs oko) = 


C$ rn = s) 
le ‘rp Cr, (y) ——— 
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E Det d, GO&, Geb, = 


l][ 2$. G$, Cy) 
了 一 1 aj 


zlliea-oddp 
所 以 
: 1 
~s a R EHA y) 一 
> 2) aja; +aFy y 
kafja. 
j=1 
] 这 Asix;y, — (1 4r sh) d 4 yD 
exp| 22 1— s Jas 
给 定 伸缩 


ài C Ty) = At, Az Ay), A00 
FR H, EBUB f Gy) 是 关于 6 9 m 阶 齐 次 的 , 当 且 仅 当 
fKGy sx, y)) = A"f (t,x, y) 
命题 4.1 Xp fm 阶 齐 次 的 , 且 f € CCH,N(OD , 则 
| 7FGtzyy) [SC| Gr,y) |” 
其 中 ,| Go) |= PHa ty] E 
| Aaz y) |= A| Gl 
即 e| 是 一 阶 齐 次 的 . 
证 明 因为 FOI Ax hy) — AT fOsxi BEA faxy) 一 
A" fG' tAr Ay). BEA — | (zy) 173 Bü] 
fazy) =| zy) [f Rt Ardy) =| Gresy fE x.» 
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CH d! m anu = Arsy 二 Wy ;因为 | Ga y ad Gu, 
y) | 二 1, 即 (2 x y) 在昌 ;的 一 个 球面 上 ,这 球面 是 个 紧 集 , 所 以 
| faxy) | fG zy ) je] Gx, y) |" < 
, sup ， | fax y el Gzy) |” = 
t" ry 21 
C | Gy) |” 
证 毕 . 
命题 4.2 ”若是 mm 阶 齐 次 的 , 且 .JE CCH,NOD MK m 
— 2n 一 2 时 ,上 是 局 部 可 积 的 . 
证 明 只 须 在 包含 原点 的 紧 集 内 证 明 结 论 . 取 S= (Gor, 
y) EH, || zy) | 声 1), 则 由 命题 4.1 


| | faxy) | ddzdy < CÍ | Gzy) |"dtdxdy = 
n a 


c| rdr| dS, = 

0 8, 
1 

Cal S | firar 
DO 


Ri m+ 2n 4-2 2» 0 即 可 积 .证 毕 . 
现在 验证 式 (4. 60 确 为 基本 解 . 对 于 算 子 


s, == DL MD FinT = 
j=1 
S l, 2, 28 
[2a ta 3 e ay, a 


1 z 2,9 i, 
arl IDE iuo 


前 面 已 形式 地 求 出 了 
u= Cogo (EEG pu)” (po oa? 
(Ferez) 


其 中 ,Cln,p) = EI , | H |= n+ 2mm = 0,1,2,1. 
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作 伸缩 NE: 
A A A 
Alu E — 2n 次 齐 次 的 . 由 于 2n > 一 22 一 2, 故 按 命题 4.2 知 
u € L&CH,). 特别 地 ,u 是 一 个 广义 函数 . 进一步 有 
命题 4.3 D wu 是 一 2n 阶 齐 次 的 ,和 且 u€ C^ NOD N LULGL; 
(2) LU = H(t,X,Y). 
证 明 ”为 证 明 命 题 4.3 中 (2) , 令 


2 2 
u = Cn (ELLE e e ti) . 


Bia 
z 


(Eai ee ir) ， €0 


则 u. € C"(OLO.H u > u Æ F, AT 
fuu. > Lu， 在 2 中 
4 Liu = Ve RIMER V. — 6. 代 入 具体 的 £, ,可 算得 


— 2 2 一 有 
V, = £u, = Cono eer (LT EDT eeu) E 
lz?’ +l yl? 2: -和 -1 
( n +e it) 
f£ $ € CP CH) Bl 
| V.édtdxdy 一 
H, 


Rui 


, ?十 | y "nu 


2 2 -me 
(EE EE ee iz) $ x, y) dtdxdy 


St=èt, r= er ,y 二 ey ,并 在 下 面积 分 中 仍 记 1 ,zx ,y 为 
tx yy lij 


E 


u / Ix tly gy 
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2 2 -He er0 
(ic LED i) $C tex ey) dtdxdy 一 


E 


, lzel Hyl. 
Cnt], (1+ 二 -二 * ir) 


Lel ty 一 i didzdy 
要 算 上 式 中 的 积分 ,其 值 应 恰 为 Cn,n) 一 .事实 上 ， 


TE] 


u lei +l yl ny 
r= f, (iei x2) o. 
2 2 -Ae 
Q+ to. tad —i) dtdzdy = 
[el +l ylym 
[a 0 +H ) ”dzdy 


[^a — i) 3 (1 4i) dr 


这 里 == E 为 记号 方便 , 仍 刻 为 .利用 
lt 
: —y LII 1 i 一 Try 一 — 1 _ n+ 
(2r iD '7 xl. eermidr= f, y= E+l 
a-io*- gx]. etel! | r| dr = g, BE 
这 里 
l 一 rr 1 
Ko - [Ry a (79 
0, c« 0 
0, c0 
ion Los Ici, c0 


af, (1 ial tlo L)" dedy 一 22 一 一 (这 里 令 工 二 


T(n TGD 
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rcosg,y = rsin0) ， 有 


— 2n 
T= xf. EL 


2” r FDO) gC- r) dt = 


n +o 
2? mmml fGOogCo- x)dx = 


me xU eo er”! ie Ti 
PGcDA T mp4 
227 zx 1 n eu dr 


POTD (rete (ri 


dnas noo = | ez dz 得 


— xU 1 gemt oo _ i H 
rT(n 二 1) T(t+1) T(E+1) Au]. rt dy 
pla IXn-F 1) - 

a xU B " 
I 


us. 
4.4 亚 椭 圆 性 与 局 部 可 解 性 


引 理 4.1 w= G,x,€ Hi, 令 wl = 二 (十 | zx 上 十 
Ly D, [wla S+ y PWK wl <B, 
C; lwl <l wla, SG iwl? 

当 上 wj zl. 
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Cwl? <l wla, SC wl 
证 明 ”因为 
lwla, = HU a lH y DOH < 
Eiwit wlt < 
aften | wl «1 
wl， twl >1 
4 M = maxi tls C æ I? y 1013 
(wl = + z lH y D? < 
|wl&, Melt 
ma M= (xl y 15? 
因此 , 当 dowd 二 1 时 ; bowls m2*dwlgÓ lwl 218. 
|w |a, >27 b wl t ER. 
2384.2 设 
u,Cw) = uy Cx y) 一 
rz rz (Ler i) 
2(230"7! 4 
(Hat eu)" 
其 中 | A | 夫 n-- 2mCn = 0,1,2, 72,0 u, € g'CH,). 
证 明 已 证 凡是 一 22 阶 齐 次 的 , 且 u, € Li ,于 是 
Lu, I C hw I? C iw | GS | wl 2D 
HERSE Cru, = fu, Qu, € P 由 和 EC， 
(一 各 ww € FA u, € F’ WEE. 
引 理 4.3 AERE = f* u M ES C" REC 
F,H LE, = E£, =L 
ug VES 


wje 


2:M <2 
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LE f — tf *u) = f* Du, fuf 
此 式 对 f € 6 也 成 立 , 因 此 


同 理 
. £E; = J, (Es) (£5)" = (LES = 1 
BAL” = LOEO =E, 故 EL/, = (E:)’(L;)" -—L 
证 毕 . 

本 引 理 的 结论 表明 L 有 左 逆 和 右 逆 . 

定义 4.2 VOR HH, m ZOT SR RR L, EN 中 是 局 部 可 解 的 ， 
车 对 Vw € N, Jw 的 邻 域 Q C OQ. 使 得 对 VE 9 (QD. 
ju € K), 满足 

Lu =f, EMm HO 

定理 4.1 M | ulzenc-2mOn —0,1,2,0 BE. XE H, EC 
在 H, 的 任 一 开 集 上 ) £, 是 局 部 可 解 的 . 

证 明 Yw € H,’ EQ CH, XE w 的 一 个 有 界 开 集 , 设 
SEDM) RIEC 在 Qu 的 某 一 个 邻 域 0O。 上 为 1, 令 户 = 
$f 则 fie E.F u= E, f) =f x u, , DI) 

Lu = LE, fD = fis 在 Qs。 上 
特别 地 ,在 D。 b Lu = f.uES. 

定义 4.3 K L, 在 Q 中 是 亚 椭圆 的 , #u € VM, 
Lu € C"(D-u€ C*OD. 

定理 4.2 XP | ule n 2mOn — 0,1,2, 7-2, M] 2, JE H, P 
任 一 开 集 2 上 的 亚 椭圆 算 子 . 

证 明 duc 9(0),Zu E CM, RWE u ECM, RA 
EREEREER C Q Pu € C7 (D. 

设 Lu =f, fE CMS f-—$fM-0O-—9)f-fcTf 
€ C HIEN EX1: ECR CRM fi € Cr. t u — Efi 
A E, i— C" H u € C^, us. 一 u — u, ,Wij £,ua —f—f 一 
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户 . 取 YE CER 上 恒 为 1, 则 由 gu: 为 8 中 广义 函数 , 故 

£,(u)) =f EE (4.7) 
H E, 来 作用 

E, £, jui) = E,f. 
故 

duiCw) = E,£,(4u;) = 
E,f. = f * u, = [F wu, w dw 
ES w € (X 时 ， 
u: (w) = [Fc u Cu/ 7 wu) du 


Bw € kw € Q0. B wwo, i uw ^w) € C^. 从 
AA.) Æ OQ, 上 
Lu =h =f ADS 

故 u Cw) E C” ,因此 ww E C C). E. 

下 面 介绍 定理 . 

定理 4.3(Helffer, Nourrigat, Beals 定理 ) i$ Ln QER 
零 Lie 群 G 上 的 左 不 变 m 次 齐 性 微分 算 子 , 则 工 。 是 亚 椭圆 的 局 对 
G 的 所 有 非 平凡 不 可 约 表示 x ,x(L，) ÆC = KR) 上 的 内 射 . 

利用 此 定理 ,验证 x C£, n6.» L 是 内 射 ,也 可 证 明 2 的 
E MAE. 

下 面 研究 L, 的 部 分 逆 . 

定义 4.4 若 存在 卷 积 算 子 Q, P, WE: 

QL = AQ, = I— P, 

H P, RAEE: 

(1) P =P, 

(2) P, £, = £,P, = 0 
则 称 Q, X La 的 部 分 逆 (P, 称 为 Cauchy-Szego £O. 
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对 .CQ = fP, E f EXFL, HFFR Gu: Lu = 0], 
则 P,f = 0, 于 是 Q,f 为 Lu 二 f 的 解 . 

X | uz n -2mOn = 0,1,2,…) 时 , £, 只 有 零 解 , 故 P, = 
0. 令 Qf = fxg,, 称 g, H £, 的 相对 基本 解 . 

定理 4.4 L, 的 部 分 逆 存 在 . 

WA WO-lunu—nl«c35.8f£8/h.? ín, 


er(tE)- r(*z^-c1)— TO -1 


But (27E) —— & EE, = fw RE, = Q 二 
n K H n 


J, OG —,0, Kn J, JM EUST, 5 £; 十 (一 2)iT. 
因为 E,£, 一 了 所 以 
Q,.£, : Ə M 9 — 一 一 
IG hi EJ HiQ (g) 1*0 n) 
4 n nf 


u rr :9 
QL, =0, J,£,—I Q. (155) (4. 8) 
同 理 , 从 £L E, = 1,44 
£Q, = 0, £J,—-1—i$Q, (4, 9) 


ARA. DQ LJ, = Q, — Q (12.)o,. 


Q, = Q,GT)Q, 
iTQ, = GTQ,) GTQ,) = GTQ, 


at 
Pi = P, 
LPa = £QGTOQ, = TCQ) = 0 
P, £, =0 


MERA. 8) 和 式 (4. 9) 得 
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Ji. = oJ. = 


现在 讨论 J.Q, 的 确定 : 


由 E, = Q, 
uT 


I—P, 


- +J, OQ — 0) 


Q, = limy — nE, 


设 Qer = f * q, W 
qn = lim(u — nu, = 


utn 


limCu — n) 


un 


2(20" 


EE 


(ii tly t + ir) z 


rín) 
(2r) 


而 


J, = lim 2 )= 
p uon 


l (u — r2 E, — Q, 
im 2E à n 


pn Ton 


设 P, f = fx pa D 
p» = 


e- 


mE,]l,.- 


[zl] »lr 
4 


(n— 1)! ( 
2(2:0"! 


证 毕 . 


(É tly u)' 


-4 
= KC 


Ea 


—1t 
w) rg Hrs 
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在 欧 氏 空间 及 Riemann 流 形 中 ,对 Laplace 算 子 的 特征 值 和 
谱 进 行 了 大 量 的 研究 , 见 参考 文献 [10,13 ,31,46]. XY BRE 
Lie 群 上 Laplace 算 子 的 谱 ， 见 参考 文献 [22jJ. 本 章 研 究 
Heisenberg # H, 上 Kohn-Laplace 算 子 Z,(u € C)( 见 参考 文献 
(20D 在 有 界 开 集 QC 互 , 上 的 特征 值 问题 . UE O 的 边界 是 分 片 光 
WK, L € (一 n,n)) 的 边 值 问 题 ,已 由 参考 文献 [31] 作 过 研究 . 

5. 1 节 将 证 明 , 当 | Reg | 二 n 时 , 算 子 L, 的 特征 值 存在 且 是 可 
3 85099 ; 34 4, € (一 n,n) 时 ,所 有 特征 值 都 是 正 的 . 5.2 节 给 出 了 
相 邻 特征 值 盖 的 估计 5 与 .5.3 节 研 究 Kohn-Laplace 算 子 
89g 9. 


5.1 特征 值 的 存在 性 与 离散 性 


令 空 间 
V 一 {u € L'OD;L;u.M;u € L'(2,.j = 1.2) 
具有 内 积 


(ov 一 (oz 十 >[COLuLio) 十 (Ma Mjo) ] 
j=1 


(5.1) 
易 证 V 是 一 个 Hilbert 空间 ,与 此 内 积 相 应 的 范 数 为 


als = X Lu hg + i Mu lidt huli 6.2 
j=1 
VJ V, id CY (COD 按 上 述 范 数 的 完备 化 . 
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在 VXV 上 引进 拟 双 线 性 型 


a,Cu,v) = 
| [- Ds +M u + igTu -0+ puo )dw, VuvEV 
a E 


(5.3) 
这 里 dw = dxdydi,y 为 某 个 正 数 . 
引 理 5.1 a,(«,0 在 VXV EAR MFE c 0,c 与 xy 有 
关 , 使 得 
La,Cu 0 [clulvlvly (5.4) 
证 明 由 Heisenberg 关系 中 [L;,M;] —— T8 


| wu Tu * vdw E 
ü 


"- 


[5f Lu |? +| Mu [dw | 


DIK Liv |* +| Mjv Ddw] < 


j= 
clullvlvly 


从 不 等 式 
| a, Gu v) |< ILC S L} AMD + pr Jdw |+ 
j=l 


inf Twzdw| 
可 知 所 需 不 等 式 成 立 . EE. 
引 理 5.2. 当 一 n 过 Rey 二 nn 时 ,存在 常数 c 汪 > 0(c 可 与 1 有 


关 ) ,使 
| a, (usu) [Iz cluli:u€V (5.5) 


uF BH 对 每 个 7 了 ,ij = 1,…,n, 有 
(Tusu) = | (M,L ju — L;M uYudw =— zif ImCL;uM ju) dw 
n Q 
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(5. 6) 
成 立 , 因 而 


Reip Tu 40] = Reuf ImCL;uM ju) dw 
n 


所 以 
| (L, usu) |> 


> 


(C7 $34 + Mh w + PES (Liu, Mu) 
jz 


i=1 


(1— Le)(- ELEM uu) 6.7) 
这 里 用 到 了 L; =— L; M, =—M; 及 
|Ð Lu Mao |< ic Ds + M uu) 
利用 Kohn 不 等 式 ( 见 参考 文献 [33]) 知 ,存在 常数 c > 0, 使 
(- E  Mpisu)z Nulh 
就 得 到 结论 . 证 毕 . 
从 引 理 5.2 可 看 出 ,Vs C HŽ (Sobolev 空间 ) ,因此 H? (HZ 
的 对 偶 空 间 ) C V CV, 的 对 偶 空间 )， 
定理 5.1 当 | Rey | 二 n 时 , 算 子 L, 的 特征 值 或 为 有 限 个 ， 
或 为 可 列 个 . 当 特 征 值 为 可 列 个 时 它们 按 绝对 值 排 成 一 列 
la dla | > een 一 co) 
证 明 ”从 式 (5.5) Al 十 Z, 确定 了 一 个 从 Vo 到 V 上 的 同 
构 .以 Gla) 记 从 V 到 Vs 的 逆 同 构 ,T 记 从 V 到 H? 中 的 嵌 人 ,J 
记 从 Hic 到 HH 了 CQ) 中 的 自然 内 射 ,T 记 从 日 了 (0) I V" 中 
的 嵌入 , 则 易 知 本 是 紧 的 ( 见 参 考 文献 [11]). 利用 紧 算 子 的 谱 性 
质 ,通过 标准 的 论证 便 得 到 结论 . 证 毕 . 
51 ” 当 为 复数 时 ,特征 值 可 以 是 复 的 ,此 时 L, 将 不 是 
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自 伴 的 . 
引 理 5.3 “pE (一 n,n) 时 ,0 不 是 £f, 的 特征 值 . 
证 明 ”假设 0 是 特征 值 ,w E Vo 为 相应 的 特征 函数 , 则 
一 Na + Mi)utiuTu = 0 


j=l 


于 是 有 


—igCTu i) = (— DL + MI)u,u) (5. 8) 
j=1 
"2 I Lju |? + I| Mu | 天 0 时 ,由 式 (5.6) 知 
| iu(Tu su) i< M (- -Du +M)uu)< (一 Du + M)u,u) 


它 使 式 (5. 8) 不 可 能 成 立 . 4D Lul? + Maul =0R, 
由 参考 文献 [9] 的 柑 人 不 等 式 


raj, PIZSE «(rg ], 220 Lu |? + My D)’ 
其 中 Br SEES (L;, Mj) 诱导 出 来 的 半径 为 R 的 广义 “ 球 ”, 故 
u 三 0. 这 导致 蔬 盾 . 证 毕 . 
定理 5.2 当 yjE€ (一 n,n) 时 ,了 ,的 特征 值 全 在 正 实 轴 上 , 且 
可 排 成 ( 按 特征 值 重 数 ) 
0-A ms Xn LE AS > een o o0) 
证 明 ”从 引 理 5. 2 的 证 明 可 看 出 , Yu € Vo, 


(Lusu) > (1— 243) 3C Lao + OBL Mul > 0 
j=1 


(5. 9) 
即 £, 为 正 算 子 ,利用 正 紧 算 子 性 质 结 合 引 理 5. 3 ,结论 得 证 . 
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5.2 相 邻 特征 值 的 估计 


本 节 研 究 特征 值 问题 , 即 
£ = AU ， , mu 
Qu u, EAP, uE lnn) (5.10 
u log 7 0 


的 特征 值 估计 . 这 里 Q 为 具 光 滑 边 界 的 有 界 域 , 设 其 特征 值 为 
O «A, [àr Ste Àm An > 09m — 90) 
相应 的 规范 正 交 基 为 (y;}. 
定理 5.3 Hml, 


和 人 一 人 X ze (5.11) 
成 立 . 
WEBB FARR% 
Uii = nd — Daag» i=l pnm (5.12) 
k=1 


Ka | zigpidwsisk -—]1,. m. JUE ur E pi stt rfm EZX. 
不 难 证 明 经 典 的 Rayleigh 定理 在 这 里 仍然 成 立 , 从 而 


(C£ Urisun) 
kd 
(Uiis Ui) 


Asi X Yi (5.13) 


由 式 (5. 12) ,得 


Gusta) = Les (nid = Saagi )dw 一 IET 
k=1 


现在 来 计算 式 (5. 13) 中 的 分 子 .首先 ,由 直接 计算 ,可 得 
£d) 一 一 ZLigi d x1 £n (5.14) 
其 次 ,由 式 (5. 14) 及 Uii 与 di 的 正 交 性 ,可 得 


C Z,usi sui) 一 一 2| uL; dw +a [ulidu (5. 15) 
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由 式 (5.15) 3X (5. 13) 可 得 
[— ofu, d;dw 十 x [uiidw] 
< 


Àm S 


wdw 


Rp 
Àmti 57 [iidw 委 一 2 [uL gi dw Da [uide 
Pl i=l i-1 
与 式 (5. 12) 类 似 , 可 定义 us = mds 一 2 aagi sj — 2o nix 
k=l 


aa = [EP 重复 前 述 推导 ,并 对 j(; = 1,…,n) 作 和 ,有 


n 


Asc 5 IP 二 一 23 ITE 5 PMPET 
j=l i=1 


j-d i=l j=1 del 


(5. 16) 


类 似 地 ,定义 vw; = ypi— Saad j =1, sn, Xit aa = fyg» 
k=1 
对 不 同 的 j, 仍 可 推 得 


Anni > IE dw <— 25 D [wmadw 十 5 IE dw 
j=1 i=l j=1 i=l 


pi j=1 i=l 
(5. 17) 
Xe 65. 160 35 (5. 17) 加 起 来 ,有 GG m 1 一 120) 


ha 3o + dw < 
-2D Lp + Mp dwt Y [0d diode 65.18) 
下 面 证 明 r 
Drw + v; M jg) dw —— nm (5. 19) 
注意 到 i 
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i i 


利用 ax = au KL; 一 一 了 ,可 得 
DYas [pL pide 一 一 3. [nt pdw 


MITES 一 D [zwrigaw— MITT 


以 及 
X argdw 一 D awLigaw = 
- D pL rp) dw = 
一 D [ita — EDT 
因而 有 | | 
D ai idw = 一 他 
一 般 地 ,有 


ID 一 一 T, ME 一 一 A 


Jd 


故 式 (5. 19) RY. 
将 式 (5. 18) 中 的 4; 换 成 *, ,得 到 


Ami — A 33 | Gb + dw < 2am (5. 20) 
将 式 (5. 19) 利用 Cauchy 不 等 式 
nm < PICERI (5.21) 
这 里 2 即 2o(w 取 为 0), 回 忆 强 制 不 等 式 (5. 9), 有 
km Cepogo > (1— Le) tpg) = A spag) 


即 有 
1 


nm 


m 
i= 


:24 pop) < 


1 


(D fok + dw) < 
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T TT 
代入 式 (5. 200 ,最终 得 到 式 (5. 11). 证 毕 . 
定理 5.4 Hml, HBR 


< ~V Ài m 
io o> . 
à aci 7.0 Ia D (5. 22) 


i= 


及 显 式 估 计 


Mo — Àn SX > "M (5. 23) 
WEB) d 
J = 一 X Moss. + v, M.) dw 
JE TEX CS. 18) 中 引进 二 个 新 的 参数 BB 2» A, MRG. 18). 可 写成 
Asa x| (ul +o dw 之 


POEM D£ 


Xa -p| oå DD. - vio dw -2J (5. 24) 
HRG. 19) 4l J = nm ,此 外 利用 Cauchy REAM, V8 0, 
| | ulgi | dw < 
È g-a fig dwt d: (B—A)^ | | Lg dw, Vi 
HRA y Mg, dw 也 有 类 似 的 不 等 式 成 立 , 于 是 
2] = 2m < 
835-32 | vio dw-F à? 5 (A07 . 
fA nus PH My Ddw (5. 25) 


记 Si = D [oh +o dw,s, = D «30 [od +o dw, FEA 
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式 (5.24) 有 
nmn — 05S, 十 9 xt 2J = 2nm (5. 26) 
以 及 从 式 (5.25) 有 


2nm < 88; 407 Ze- fa Ligi P +| Mig; dw 
(5. 27) 
因为 


Xa Lipi |? +l Mjg; Ddw = (Lyi, 90 x 


n n 
Ta] C£Z,di di) <in] V Ài 
所 以 式 (5. 27) 变 为 


2mn < ôS: ^6? n— 


no NS VÀO 
PITER (5. 28) 
现在 要 使 式 (5.28) 不 等 号 右边 的 值 最 小 ， 可 取 = 


; sd C P SJ .代入 式 (5. 28) ,可 得 到 


将 它 代 入 式 (5. 26) ,就 有 


Qua 一 有 Si S 2mn — mn (—— Mg 2A] 
选择 8 使 上 式 不 等 号 右边 的 值 为 零 , 则 有 
m Ji om B 
2134. - $aG-l4D 


PPA, R p = Àm 时 ， e 
ERES 
x 


LU > Fa] u|) 


P Ama —AO7 x CO Àm) ,就 得 到 式 (5. 23). 证 毕 . 
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5.3 Kohn-Laplace 算 子 的 谱 


在 本 节 , 对 任意 的 wE C, 将 对 算 子 L, 的 谱 给 出 精确 而 详尽 
的 描述 . 为 了 精确 地 叙述 结果 ,引进 下 列 记号 , 令 

V, 表示 空间 Co (R77) 在 范 数 

iol = [lelt 22H Lolli Mel B 
下 的 完备 化 ,其 中 Lj Moj m 1,2,…,n, 如 前 所 述 ,有 
DCZ,) = (u 3 u € Vo, £,u € L'(R'?)) 

这 儿 的 Zu € L* 应 在 分 布 的 意义 下 理解 . 

从 现在 开始 ,总 认为 算 子 L 为 无 界 算 子 , 且 定义 域 为 以 上 所 
定义 的 DC£Z,. S 
li = (ziz € Cz = rm+ntyu)st >20}, m= 0,1,2," 
ig ho 33k f SOBRE MM 2m+nE pA ORE GO 为 复 平面 上 的 


一 条 射线 ,其 起 点 为 = 一 0 DÉ SAR S n 中 的 一 个 
m-ncgu 


重合 , 当 干 p = 2m n BEHZGO 为 点 z= 二 0. 令 
SG) =b U ner, in GO U nei, Us C (5.29) 
下 面 将 证 明 L, 为 自 伴 算 子 当 且 仅 当 w € R, 这 也 解释 了 为 什 
人 么 当代 R 时 , 谱 c(C2.) 比 wkER 时 的 谱 复 杂 的 原因 、. 
定理 的 证 明 以 群 Fourier 变换 为 基础 . 这 种 方法 曾 被 成 功 地 用 
Tibe eX Lie 群 上 的 Laplace 算 子 的 谱 问 题 ( 见 参考 文 
献 [20]). 


5.3.1 TL, 在 L* 上 的 一 些 性 质 


命题 5.1 dir; EL BARATI L = ds 
WE RA HAWER u E DOL, v E DC), A 
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(Z,u,v) = (u, £;v) (5. 30) 
实际 上 , 令 w € CF (CHO. B. TE Vo F limv, = v, 因为 T= 
LM; Li BEA 


《LU yu) = lim( Lu ,Vi) 一 
lim| S sy + CX} Mus Mvi)) + 
j=l j=l 


iiu Mi) — (Musa v )) | 
从 而 


C£, v) = MIU Lo) + Mu, Mj)]-- 
j-1 


iL CLiu, Mi v) — (Miu, Liv] (5. 31) 
同 理 可 得 


Cu, Z0) = (Liv,u) = 


SIG n. Lju) + Mus Mio) ] + 
j=1 


ipyL CLiu, Mi) — (Miu, L9] (5. 32) 

从 而 由 式 (5. 31) 、 式 (5. 32) 可 推出 式 (5. 30). 

然后 ,由 式 (5. 30) 可 知 2; 是 £z 的 延 拓 . 另外 , 取 x € Cv, 
v € DL) A 

Cu, £i v) = CA,u v) = (u, Liv) 

即 在 分 布 的 意义 下 Lzv = Lv E LAI vE DOG) HB. £N 
L: 的 一 个 延 拓 算 子 . 

所 以 £I = 左 , 命 题 成 立 . 
证 毕 . 

推论 5.1 对 每 一 个 jE C, 算 子 L AL 上 闭 笛 定 算 子 . 

推论 5.2 ATF 上 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 w 为 实数 . 

与 前 面 一 样 , 记 9 为 Schwartz 空间 . 


78. 拟 齐 性 偏 微分 算 子 的 分 析 


Xjrl0.498,G,.y.D = GrryrD,H'po.y,0€H,* 
FA: SCHO — CHO 被 称 为 N 次 齐 次 的 ,如 果 对 任意 > 二 0， 
EY ,有 

ACF o à) = r"ACD 98, 
Ap Ef cS for yst) = f8, Cry), H 
Fesp = rpe 0), fES EF 
给 定 L = yP) E H ,定义 算 子 Lo S GL) 9 Y' OL) 8 
Le f(z) = fz), 对 每 个 f€ (OL) 
其 中 ez WRA D 中 定义 . 称 算 子 A 是 左 不 变 的 ,如 果 对 每 一 个 
z'?€ H,.AL, = LA. 

容易 证 明 下 列 命题 成 立 . 

命题 5.2. TF L, 是 左 不 变 的 , 且 为 2 次 齐 次 的 . 

为 证 明 本 节 的 主要 结论 ,需要 一 些 关 于 Heisenberg 群 上 西 表 
示 的 基本 性 质 , 见 第 二 章 . 

对 (zy € 也 ERA(O) EX L'OR') 上 的 本 表示 m Ge, 
yd) 如 下 : 任 取 f ELR, A 


mlr yt fE = teatro feja ltr) (5.33) 

取 wu E€ KH,),u RE Fourier 变换 定义 如 下 : 

mw) 一 | ule,y Dm GoysDdadydt, A € RMO) 

下 面 给 出 一 些 重 要 的 性 质 : 

2138 5.4 itu € KH,) àE R\(0), 则 

OD m GO X L'(H,) 上 的 Hilbert-Schmidt $$ F, H 
Plancherel 公式 成 立 : 


| eC) İl is 1 Al"da = eof | ulz, y,D l*dxdydt 
R n 


(5. 34) 
(2) u— m GO 延 拓 为 两 个 Hilbert 空间 间 的 酉 对 应 ,其 中 一 
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个 Hilbert 空间 为 LCH,0.355 —1 sg d BUG RE LORD 上 的 
Hilbert-Schmidt 算 子 的 函数 构成 的 函数 空间 ,具有 范 数 
oaa TË 
[am], | Cu) | slal da | 


特别 地 ,Plancherel 公式 对 u € L’ C(H,) 仍然 成 立 . 
设 X 为 五, 上 的 左 不 变 向 量 场 . 定义 mX 如 下 : 


nOD = PrexprX) heop Ve € XH) 


X} 1 <j 委 ” 与 前 类 似 , 可 证 明 


m; 一 一 | 4 us 
m Mj) —— isgna *| A | (5. 35) 
m CI) =— iù 


这 里 式 (5. 33) 、 式 (5.35) 5j B JL € XR R ETS RES A Br 
同 ,实质 是 一 样 的 . 24 X,Y MEAK A ISI EIAS o XY) 定义 为 
m(X)m(Y), 从 而 对 H, 上 任意 左 不 变 微分 算 子 P,mm(CP) 可 被 自 
然 地 定义 . 特别 地 ,由 式 (5.35) 有 
m CL) =la] [- D(F i)e] 
| à | (一 As 十 | £ |? + usgna) 
引 理 5.5 MEPHH, LWEREMIATF uE NL, 
则 
mlPu p= nz Gon Go, VoE XR) 
这 由 命题 3. 6, ETE 3. 2 得 到 . 
命题 5.3 WẸ uE DO, MIES pE 多 日,) A 
m( Luo =] à | maD A tl E |! — usgnà)g (5.36) 
A Slayd a — Ox 2 y 10! 46015, 
M(x,y,.D € Cy MEO Mea, yt) S 1,H 
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l, | (zy 区 la <1 


M(x,y,D -1 
0, [zyst ln >2 


a% 


Mrz, y,t) = Mo. ò (2, y,t) = 
ulea) n 
Xu E€ DCL, F ur = Mru i| ug € é N Vo. 进一步 将 证 明 在 L? 
中 ur > u, H Lur > Lu. 
事实 上 ,注意 到 当 尺 ce 时 ,有 
l ur —uli: = || (Mr — Du ll i < 


| | u l*dzdydt 一 0 
[Czy dy >R 


由 向 量 场 的 Leibniz 法 则 有 


| Lur— Lou lli = | £,LOM  — Du] l zt = 


l| (Ma — D Z,u — 2 DEL Ma Cog) 十 
ES 


(OM;M 4) Mu) d+ u£,Mg | i, < 
CUI Me — D Zu li + DELMO L |i + 
| CM;Mr) (M;u) |i] + | uz Ms | že} 

因为 

| | £,u | dxdydt 


leyla >R 


f | L;Mr * Lju | dzdydt = 
H, 


| | LjOM * 093) * Lju |*dxdydt < 
H 


n 


R? || L;M lis || Lju Iie 
| | MMa + Mu [*dxdydt < R7 || MM || $= || Miu LS 
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| |a。2MR | dzdydt < R* || LM i lul 
所 以 
Lur™— Lu lb —>0, 3 R — œ 
由 引 理 5.4 和 引 理 5.5 知 , 对 pg € KR), 
m £u = m Clim fug)Q = limz; ZUR)0 = 
limz Gum Lo)9 = m lu)m (L, p = 


m Gom Lp =| Aà | mau Ael £l? — usgnao 
命题 证 明 完 成 . 


5.3.2 谱 结 构 定理 


定理 5.5 SoL) RAT L, 的 谱 , 则 c(2.) = S 对 任 
一 个 KE C 成 立 . 
证 明 (D SQ) 2 oC2L,). 
设 z € ASW ,我 们 需要 证 明 z 在 算 子 4 的 预 解 集 o) P. 
注意 到 由 式 (4. 3) 3X C5. 29) 给 出 的 集合 SGO 在 复 平面 上 为 
非 空 闭 集 , 因 此 从 x € C 到 集合 SC) 的 距离 为 正 , 记 为 c(z,A), 所 
以 对 r 亿 0, E LS 
| z —c(2m d n t py) | c0 20 (5. 37) 
对 多 重 指标 8 € Do QD X Hermite RA, BA {pper 为 
LR) 的 一 组 正 交 基 , 且 
C Acl el)0g XQ = (2 | Bgltme (5. 38) 
由 式 (5. 37) ,3X (5. 380,35 (5. 340. 可 知 对 wxE DCZ E 


(Qu || £u — zu lb = 


十 co 
[nhu mo Hs lA I = 


[T awla C Acn el mn -dl lA lda = 


82 Wr dd HC MP OE 


| DY mGOLl AL C7 Acl él) — zlo li: LA ld = 
To 

[.3ie-lalGlgikenzO llnGog lt la "da z 
Tog 


[Gs Y [^ lme lis 13 Id = 
OD [Ges 40 * lu lE 2 
即 对 每 一 个 E DDA 
| £u — zu li Ze eG || u |l (5. 39) 
即 Z,— zI 为 一 个 内 射 . 
下 一 步 证 明 2 一 zl 是 满 射 . 
4 QN £,— zI 的 值 域 ,名 为 贸 的 闭 包 , 证 明 员 = L^. 
ioc Ux uec D) A 
(£,u — zu ,v) = 0 
即 (Liusv) = (uz), AE v € DEZ) = DC) H 
L;v— zu = 0 (5.40) 
3 5d SO) 可 推出 z EAS ABARA E CAS. 从 而 
由 式 (5. 39) 可 知 对 每 一 个 vE DCED B 
l Ze = zo le S cE llv lle 
结合 式 (5.40) 可 知 v — 0, R 34 — (0). 由 于 L? — 9 4-98 , p 
Ea = D. 
xt —2b HE A — 9. WE f; € 9, HTEL'CH,) limf; =f, 
则 存在 wu; € DCL) 满足 Lu; 一 zu; = fi 注意 到 式 (5. 39), 
|l Uj — Uk Il z? cz pp) | fi— fi |2 一 0 j,k—>o0 
因此 存在 € L? CH.) ,limu, = 2 由 推论 5.1 可 知 z, 为 闭 算 子 ， 
从 而 £,—21 也 是 闭 算 子 , 故 u€ DC(L,), 且 Zu—zu = f, B fE 
R 所 以 中 为 L? 中 的 闭 集 , |i CRT — 9 — L'. BIZ, el 
为 满 射 . 
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综 上 所 述 , L, — zI ARA, HEARS, MM zx € o£) — 
CNoC £,2 , BI SCY) 2 ol £,). 

(2) SGY C oC) 

4 uh = mnc aem € L.ITBDEX 8S — T m€ L, 
后 € oC 4,0. 不 然 , 我 们 假设 存在 mo €. Lo E ui € oCEOO08 
Um, € po 已) 的 情形 ,可 类 似 地 讨论 ). 故 局 [一心 是 从 DC 到 天 
的 双 射 ,所 以 对 每 一 个 f € DOLO ,将 存在 唯一 的 zxE DCZO 满足 

Ha 一 Lou c f 
将 gp 为 Heimite 函数 ,如 前 可 得 
uz, 7a GO — x; GOm C£) pe = m CÓ 9s 


故 
mf pe = m GOL, — O I Bla n— 21e; 
从 而 对 每 一 个 了 FE L'(OL0:345| gl] — m Bf, 
mf ge=0 (5. 41) 
下 面 想 找 到 一 个 函数 f € Hg x Cg, 天 0, 以 此 得 到 
与 式 (5. 41) HFA. 


^ 
AG) 一 Ld , t c R 
x 
1 Ll 
go) = -ez , y€R 
(2x)? 
^ 


fGsyD = hODgGDes C 2, | Bl mo 
由 式 (5. 33) 可 知 
m C gs CO 一 


f, eiert tv? V ha) gg Co eG à 1*2) dzdydt 


ERJ EE R 8a € R\{0} HER. 特别 地 ， 
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[m CP e] | eo 一 
icf. ej gy) | ga GO [*dzdy = 
hof e (Fz) aco ldz = 
IM | gy (22 dr >0 
即 n Cf) gg zÉ 0. KERZ. 

由 于 L, 为 齐 次 算 子 且 为 闭 的 ,由 命题 5.1 和 推论 5.1 可 知 
cC£,0 为 复 平 面 上 的 闭 锥 . MAT uz € oC £,) W I € oL) R ERI 
为 Lo 上 的 每 一 点 都 是 集 (zx € a U b. s,m = 0,1,2,-) 的 极限 点 ， 
所 以 € olL), MAM SOD CoL) 至 此 完成 了 定理 5.5 的 
WEBA. : 


5.3.3 ”特征 值 性 质 


定理 5.6 WAYO WAF L, 的 特征 值 集 ,对 某 个 非 负 整数 
Mm; 当 二 27 十 2 或 wp —— (2m n) BE BU AGO = 10); 对 任意 非 
MER m, p Æt Om-n) 时 ,A(p) 为 空 集 . 

证 了 明 D 对 任意 m € LZE uA (2m 十 1n) 的 情形 . 

为 证 明 £, 没有 特征 值 ,只 须 证 明 对 a € Cu € DCL,), 如 果 
£,u —au = 0, Mj u = O a. e.. 

由 式 (5.36) 和 式 (5.38) ,可 知 
[ae 一 [12160218 二 2 二 站 mm 人 (xpp 一 0，VAERNO) Vge E 

(5. 42) 


由 于 任 取 m € L.S s zx Om m, a A h = mn 
式 (5. 42) 表明 如 果 z (G0 gs 了 关 0, 则 对 某 个 mE€ hL AAS n RA 


i=rm,1B|=m. 


4 
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ga) = (D lawe DAES 
则 
0, MAX Gm—0.2,: 
ga = 1 
IPAE Mid XEM mel 
因此 g(4) = 0a. e. ,由 Pancherel 公式 (5. 34) Anl 
lulta — [7 1200 ld o 
故 x = 0 a.e. .这 完成 了 定理 5.6 第 二 部 分 的 证 明 ， 
(2) HRA m € LE p= (m, +n) R u =— Cm Hn) 
的 情形 . 
首先 证 明 在 这 种 情形 下 a € C\{0} 不 是 算 子 L, 的 特征 值 . F 
实 上 , 如 情形 (1) 中 讨论 过 程 , A A ER A nm E 
L NGno Bj gA) = 0 a.e.. W u = 0 a,e. 这 证 明了 我 们 的 断言 . 
下 面 将 证 明 a — 0 是 算 子 2, 的 特征 值 . 为 此 将 寻找 一 个 函数 
u E€ KH,), u £0 WE Zu = 0. 
注意 到 如 果 L Cule y] = 0,9 L DuC xy, 0) — 0. 
故 只 须 考 虑 y= 2mo 十 nn 的 情况 即 可 . 
^ XgcrnmniAmElgi-m.4 
$ = en» gy) (5.43) 


可 以 断定 
L$=0 (5. 44) 
FXE HISI Sm, A 


3 2? 9t 

Lj$ —— yi? 
-(. 1,29 Chiry) 99s 
Mj En 2 T3. ^ ^ y 
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M$ = get» d gp 
f Əy; 


， ， ə (trey 
iuT$ = in Eni =— ue Ct ) o, 
因此 
£,$ 一 一 > (Li +Mi)$ + iuTh = 
i=1 


e Cte» [A eG TO y | — pply)] = 
e CH [2 | B|d3-n — Om m ]gs = 0 
BUR C5. 44) 成 立 . 
MER f € Gla bD, X rBP 0 — a «xb oc, R 
g € C (RO, 
b 
uay = | | $E. 6 Oat y DJaCO GO dedA 
(5. 45) 
因为 L, 是 一 个 左 不 变 齐 性 线性 微分 算 子 ,所 以 2 一 0 可 推 
出 Cu = 0. 
最 后 将 证 明 uc XH. 事实 上 , B X (D. X (65.43. 
式 (5. 45) 可 知 
ulz, yt) 一 
b à ER 
| £O [f e athast? v6) p (E) g CAF y 4- Ede Jaa 
即 
ulr yt) = [rcov atzat»ed 5. 46) 


其 中 
VG y) = tof gres + £e dE = e7W (a (y) 
(5. 47) 


第 五 章  KohnLaplace 算 子 的 特征 值 与 谱 87 


则 由 分 部 积分 看 到 三 (z,y) € XR" X R), WEA Vly) € 
RR XR”). 注意 到 a € Cr (a,6]),0 <a <b 吕 , 结 合式 
(5.46) 可 知 w € AH.) 容易 看 到 当 g 关 0 且 f 关 0 时 ,由 式 (5. 
46) 和 式 (5. 47) All u Æ 0. 证 毕 . 

推论 5.3 设 j ER, 则 当 |y | 过 nn 时 ， 

ol £,) = (0, +œ) 
M | al>nht, 
ol £,) = (~ œ, +œ) 


第 二 部 分 


拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 


第 六 章 ” 拟 齐 性 偏 微分 算 子 的 基本 性 质 


拟 齐 性 偏 微分 算 子 包括 许多 重要 的 特例 ,如 经 典 的 位 势 算 子 、 
波 算 子 、 热 算 子 以 及 近 十 余年 来 已 成 为 研究 热点 的 齐 次 群 (也 称 分 
ZRF Lie 群 或 Carnot 群 ) 上 的 齐 性 左 ( 右 ) 不 变 微分 算 子 . 男 一 个 
典型 的 例子 是 研究 CO 中 拟 凸 域 Di = (G2 € C Img < 
| z |* ) Efff 9- Neumann 问题 时 自然 产生 的 微分 算 子 L: 


L, 二 一 D (ZZ; +Ž,Z)— 123197 :Z] 
j=l m 


tb Z, = Ê cuspis P RED 的 边界 9D, 上 的 解析 切 向 量 场 ， 


t —Rez,,j = 1,2, nsa 为 复数 ,[2; ,2 = ZZ; — ZiZ. 

BA L, 关于 6,(z:b = Ge,r"DG 0) 是 二 阶 齐 性 线性 偏 
微分 算 子 (LPDO). 

正如 参考 文献 [26] 中 指出 的 , 当 & — LBE,Z;G — 1,0 是 
Heisenberg 群 上 左 不 变 向 量 场 . 当 & 为 大 于 1 的 正 整数 时 , 则 不 是 
任何 赛 零 群 上 的 不 变 向 量 场 . 这 并 不 奇怪 ,因为 拟 齐 性 LPDO 是 通 
过 关于 伸缩 群 的 不 变性 来 刻画 的 ,不 必 兼 有 其 他 群 结构 . 

近 20 年 来 ,人 们 对 于 某 些 短 零 群 上 的 平移 不 变 拟 齐 性 微分 算 
子 已 有 相当 深入 的 研究 ( 见 参考 文献 L441) ,但 对 于 一 般 的 拟 齐 性 
偏 微 分 算 子 则 尚 无 专门 研究 , 人们 对 这 类 算 子 的 深层 性 质 所 知 其 
少 . 值得 一 提 的 是 ,最 近 参 考 文献 [14,35,36,38] 分 别 研究 了 这 类 
算 子 的 局 部 可 解 性 和 亚 椭 圆 性 ,得 到 了 别具一格 的 必要 条 件 , 从 不 
同 侧面 揭示 了 广义 齐 性 LPDO 的 特性 及 其 引 人 人 胜 之 处 . 因此 对 
这 类 算 子 的 研究 是 颇 有 可 为 的 . 
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6. 1 节 介 绍 R 上 的 伸缩 变换 及 由 此 导出 的 范 数 (或 模 ) PRU 
由 此 得 到 一 个 极 坐 标 变换 性 质 ;6. 2 节 引 入 拟 齐 次 函数 ,讨论 其 性 
质 ;6.3 节 研 究 拟 齐 次 广义 函数 ;6.4 节 介 绍 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 
子 ;6.5 节 为 拟 齐 次 分 布 的 延 拓 ;6.6 节 为 拟 齐 性 偏 微分 算 子 
(PDO) 的 谱 性 质 . 


6.1 伸缩 变换 
定义 6.1 设 给 定 正 数 a1，,…,a,, 定 义 伸缩 变换 (或 广义 相似 


变换 )6.(r > 0) : R" R 如 下 : 
Ò CL) = (an rx, Yx Ee R” 


特别 地 ,车 al = a: — ote = a, MER 0. 为 相似 变换 . 
显然 ,伸缩 变换 具有 如 下 性 质 : 
(128,90, 一 ôx; 
(2) 0 = Í; 


(3) limô, (x) = (0,0,° ,0); 
(4) 67! = 6- .这 由 (1),(2) 立即 得 到 . 
定理 6.1 “ 记 一 阶 线性 偏 微分 算 子 Los = Yaza 则 
M f c COO 时 ,有 g 
TEG aD = LES] e ò (6.D 


其 中 fà GO = f(GLGD = fG' 7 x,.8; 一 x 
证 明 
EA = r ÈS a rae) = 
Dafen Lyst TT aT c, 一 


了 一 1 
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n 
Majsiz;o,f G^ List aT”) = 
j= 


(X aza,f) à, Cz) 一 
L[f]*3,GO = 右边 


证 毕 . 
推论 6.1 Lf-(ix)s 
几何 意义 : 设 并 = (21st ) 固定 , 令 


y. = Hx) = (tx tT,) 
An OSH y. CO 为 空间 R^ 中 一 曲线 的 参数 方程 (r 为 
参数 ). 注意 到 
y,00 = (0,0,--,0, Yl) =z 
即 曲 线 经 过 原点 及 xz. 由 推论 6. LLL 用 表示 了 在 点 x 处 沿 着 该 曲线 
的 方向 导数 . 从 伸缩 变换 的 性 质 可 以 看 出 ,伸缩 族 {6.).>。 TERRE 
法 ds o ò = 6s 构成 一 个 单 参数 变换 群 , 故 称 工 为 16.).>。 的 
生成 元 . 
相应 于 伸缩 变换 ,可 以 找到 如 下 的 范 数 函 数 . 
定理 6.2 ”存在 函数 ~(z) WER: 
(1) rGO 之 0, 且 rz € CR) N C^ (UNO D ;r = 0 = 0; 
(2 ro (xz) = mrC); 
(3) Ma. = min (aj) sa’ = max (aj) , 则 有 
r(z) >18 || zlzm1BrG <l x I< ra 
r(z) «19 || x llc 1, Ero «Il x ls rae 


特别 地 ,r(x) = 1 ll x | = (S) = |], 


URA 对 zeERN(0) ,考虑 隐 函 数 方程 
|| 82 €) ll= 1 
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BD» Gr)! 一 1 一 0. 取 
j=] 


Fl(r,x) = Dz) —1 
j=1 
固定 z E R"\{0}, 令 F,(r) = FG. 因为 


F, =— 2» aur (r "ix;)—— 2 Dar ez)’ «0 
jl j=l 


所 以 在 (0, 十 co) 上 F,(r) 关于 > 连续 且 严 格 递减 . 另外 注意 到 
Jim F,(r) ——1, lim P.C) 一 十 ce 
由 介 值 定理 可 知 存在 唯一 的 r(z)(0<r(Cz) < 十 co) 满足 FCrCz)， 
xr) 一 0， 
补充 定义 ro) = 0, 可 证 limr(z) 一 0, 即 在 原点 处 连续 . 实际 
上 ,车 rGO 在 原点 处 不 连续 , 则 存在 点 列 x9 一 0 及 常数 1 二 
c 2» 0, ffi r9) c0. HAS 


n 


0 一 5 (GrGO» Sf)? —1x Nes Gr?» —1 
j71 了 一 1 
所 以 


n 
x 
M PY m dc 


j=l 


Bp T xr? IP ,这 与 xP — 0 互相 矛盾 . 

另外 ,可 以 利用 隐 函 数 求 导 方法 讨论 ~(z) EA x € R"\{0}) 处 
的 可 微 性 ,从 而 条 件 (1) 满足 . 

XT c0 z:€RWMO LE 


0 = FGQ, G)),8, G0 = MYLGG GOD) riz —1-— 


j=l 


»3 | (r.c? )s] _1 =- r (3:6? a) 


jn T 


由 唯一 性 可 知 rCz) = AE, gg rO = e GO. XP x0 
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时 显然 成 立 ,r(6.(Cz)) = wr (zx), 即 条 件 (2) 成 立 . 
下 面 证 明 条 件 (3). 当 rGO 之 1 时 ,容易 从 目 红 (x) |? 一 


> rx* 二 1 得 到 
jd 
rlr) xb xd re) 


EUR |l x Ez 1:8 P4 Exc L2: 1,88 523 Z7 1 SE RIT 


o= blig] c» boss ie (6. 2) 


j=l 


A rA ERr) 也 确定 . A ra) 之 HB —1x 0; 


EL 
Gy 一 1 之 0, 即 式 (6.2) 中 系数 不 变 号 (同时 为 正 


或 同时 为 负 ), 所 以 为 使 式 (6. 2) EXE S ra) 之 1 对 r(z) 委 1 
的 情形 同 理 可 证 .证 毕 . 

命题 6.1 ”利用 伸缩 变换 和 相应 的 范 数 函数 ,可 以 建立 一 
极 坐 标 变换 ,上 且 有 dz = r^ wlo)drdo, HEP o E€ Si, S, X R” 
位 球面 ,w(c) 是 S, 上 的 非 负 C^ KA. 

证 明 作 极 坐标 变换 

Cr tmu) = 600,30 70.) (6.3) 

其 中 ,0 € (OD 1L j xin—2:0,4 € (0,2:0. 具体 地 ,有 


x; = r^ cosh 


r(x) x lE. 


Xx; = r^ sinf, cosh: 
Z3 = 7^ sinf, sin0 cosh; 
Za- = rfm sinf; sinf *** sinb, cosÓ, , 


x, = r^ sin, sin; *** sinÜ, » sin, 
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下 面 计算 Jacobi 行列 式 JE). 计算 得 到 
Or; _ a arı  sinü 1 


ar . 
一 , , = , x. EN 
ar LU 80, cosó, ^! æ; 0 (2 mJ x n 1) 
9r; |. a). , Qr -~ cosh . — Or, .  sinf 
ar r?' 8 sing ' o0, cosQ, ^' 
99.0. (3e js«n—D 
j 
Or.) dei. Or, _ Cosh 
ar pr æ sind m? "' 
Or.4 L C080. Or. -sing 
96, ; sinü,; "' um cos, a. " 
Qr. 20s. Qr. cosi. u Qx, _ cosb 
Or  r "' 290, sin "' ' 280,4, sin0 "' 
Qr, _ COSO 
Ə mı sinô, di 
因此 
jc = tJa 
r įsi 
a sinô 0 0 0 0 
cos, 
a; cOSÓ, sin0, 0 0 0 
sint cosQ, 
a cos cos: cosôm2 _ sinĝmı 
71 sinô; sinf; sinĝ,—2 cosÓ, 1 
a cos cosh: cosO，: cosO，; 
^ sint, sing, sinO, 2 sing, 4 


从 最 末 行 起 ,每 一 行 依次 减 去 上 一 行 ; 然 后 再 从 最 末 一 行 起 ,依次 


把 第 k 行 的 sin? , 1 倍加 到 上 一 行 ,得 到 
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n-1 
JG» = r" ^ TT Cina …sing 5 cosh) * 


k=l 
A, 0 0 ubi 0 0 
1 
As sin&, cost 9 9 
H 
Asa 0 9 sin0，: COSO, » 0 
1 
0 ... 0 UC A 74 
^, 0 sinÓ, 1cCOsO, 1 


其 中 
A, =a, (a; — ai)sin!0, + Ca; — as)sin’0, sin? 0; 十 

(a, — as) sin! 0, sin? 8, sin? 84 十 … 十 
(a, — a,4-1) sin? 9, sin? 0z …sin20， 一 
à; (1 — sin! 6j) + assin! 8j (1 — sin’) 十 
asin ĝi sin? 0, (1 — sin? 04) 十 … 十 
à, Sin? 0, *** sin 8, ; (1 — sin*0, 4) 十 
a,sin! 0, esin? ĝi = 
a4 cos? 0, + a; sin? 6, cos! 6; + a sin! 0 sin? 6 cos 64 十 … 十 
à, Sin? 0, sin? 0; *** sin? 0, .; cos* 0, , 十 


a, sin? ĝi **- sin? 0, , 


由 此 得 到 
zl nl 
. . 1 
一 ylal 一 1 "m . . 一 
JOD =r H (sing *** sin, cosh.) * A, li ng om 
nl 3 n—l 1 
lal~1 sak »" e 
r H cost, Ii sin" f. II sinO cosh, 


Lai cost 0, + a; sin? 0, cos? 0; + 
a5 sin! d, sin2b cos? 0, + *-- + 


Qn Sin? 9, sin? Q, --- sin? 0, , cos! Q,., 十 
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a,sin?0, **sin?8, 1 ] = 


n-1l 
p^. [[sin-*?6 。 [aicos!0, + a; sin? 0, cos? 0, 十 
k=l 


as sin? 0, sin? 8z cos? 8, + --- 十 

à, Sin? 0 sin? 8; --* sin?8,., cos? 9, ., 十 

aasin? 6, *-sin?8, , ] 一 

r^ (0, »*** Unel ) 

将 w 展开 就 得 到 
«CO, Ld sOn )= 

a, Sin" * 0, sin" ? 9; sin" * 9, *** sinB, cos! 0, + 
5 Sin" Ü, sin" ? B, sin" 40 *** sin,» cos! 0, + 
as Sin" 0, sin" ! 0, sin" * 0, *** sinÜ, 5 cos? 0, 十 … 十 
amı sin" Ü, sin" | d, sin" * 8, -**sin*0,.; cos? 9, , 十 


a, Sin"Ü, sin" ! 0, sin" ^ 0; *** sin? 0, » sin! Q, ., 


6.2 拟 齐 次 函数 


定义 6.2 设 函 数 / 定 义 于 R"( 或 R"\{0}). 车 存在 & € C, 使 
得 

fs GO) = Åf), Vr>0,Vr € RR R'N(0D 

(6. 4) 

则 称 f( 关 于 6.) 在 R"( 或 R"\{0}) 上 是 次 拟 齐 次 的 . 特别 地 , 24 
ai — à; — c 二 a 二 1 有 时, 即 为 通常 的 齐 次 定义 ， 

例 6.1 函数 KG = xX? 一 x? RF a(t t) 二 《tri 
rrz) 是 2 次 拟 齐 次 函数 ， 

f». = r flx) 
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例 6.2 pg Z fim sx) 一 mp 关于 à, Ci 2 ) 一 Cx, 


TX? 十 zx? 
zx;) Æ R'N(0) 上 是 一 1 次 拟 齐 次 函数 . 
例 6.3 R frir) = 二 | x |% | r: |* 关于 8Czyza) 一 
G^ xi 77 zz) 在 R'A(0) 是 k = aiai taza 次 拟 齐 次 函数 : 
fE) = rmm dx |^ e| za | 
例 6.4 Ifs) = xi —ax.8 Gn 1) = Gans c2) Jl 
f(G Gi 3,0) = c Gl — r) = b fGiix) 
BE f Ea = 1,as 二 2 的 意义 下 是 二 次 拟 齐 次 的 . 
例 6.5 f(zi,xz) = 一 好 十 2zl — r: 不 会 成 为 拟 齐 次 函数 . 但 
f Gray aj) 可 表 为 两 个 拟 齐 次 函数 ri — x. 和 2x. ZM. 
可 以 证 明 , 任 意 多 项 式 都 可 以 写成 有 限 个 拟 齐 次 函数 的 和 . 
命题 6.2 Ub f£ € C" (ORO 为 有 次 拟 齐 次 函数 , 则 sj 为 一 


eo 
a .a 次 拟 齐 次 的 ,其 中 a a- laajya = (inea) € Iz C 
为 ” 重 非 负 整数 ),3 = a …9% E o 


证 明 ”因为 /为 有 次 拟 齐 次 函数 ,所 以 
f*),CO = tf (x) 

上 式 等 号 两 边 同时 对 xz 求 6°, 则 得 

左边 一 人 让 rz TT) = (Of 3,0) 

右边 = rdf Cx) 
BrEACO f) «8,232 — Aof Ca) WEE. 

命题 6.3 (广义 的 Euler 定 理 ) WE f. € CCR"), 则 7 为 1 次 
拟 齐 次 函数 , 当 且 仅 当 

LLf]- Af (6. 5) 


这 里 L= a8. 
j=1 


100 dX dd do X Nu 


证 明 ”必要 性 : 若 f 为 4 次 拟 齐 次 函数 , 则 
fs GG) = rflx) 
由 定理 6.1, 有 


LEF] :8.C7) = rg AGO cif G» = af (a) 


取 t=1, 有 L[f] = Xf. 
充分 性 : 若 LL f£] — 4f ,由 定理 6.1 有 


zx à.) = LEF] 8G = Af * 8r 


We) = .6,, 则 上 式 变 为 Tj igo = Ag (7). 解 此 常 微分 方程 


得 g(r) = C? (0C Ba 330. A EEE gd) = f(x), BI C= 
fx). MA g = vf, 即 fee — Pf. uE. 

命题 6.4 设 fEC”(R") 是 次 拟 齐 次 函数 , 则 了 必 为 次 
拟 齐 次 多 项 式 , 且 AGERAM = {aspB,BE n. 

注 6.1 任意 非 零 常数 C 为 零 次 拟 齐 次 多 项 式 ,0 为 任意 次 拟 
齐 次 多 项 式 . 

证 明 Wa = = min {a 4j]. 

(1) 若 上 <0, 可 以 推出 了 = 0. SESE E LESION /为 & 次 拟 齐 次 函 
数 , 则 有 

fà — cf 

4 r— 0 JH fO = f(x) limr ,所 以 f z 0. 

(2) d & 22 0. 由 命题 6. Pub orf ok a “a 次 拟 齐 次 的 . S 
|a |= Xo. “| al> Ž m, k—a*axik—a. |al<0, ÑH) 


的 结论 a -0 4 f€C^(G?», 
fx) = > Sr " 


| a<z 
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因为 SAk 次 拟 齐 次 的 , 即 a" Ek KAFKA a» a= k, FEA 
Jæ = Dy SEO v 证 毕 . 


asa™k 


注 6.2 #fEcCRVOD ,此 定理 不 一 定 成 立 . 例如 


fG) — RBS. 
z+ y 

注 6.3 在 Fe C”(R"\{0)) BET E FBGEUXCEUR SE 
项 式 , 则 f 在 原点 一 定 奇异 . 


R64 AIF C" (RO TURIY CRO (P = [Ee 1). 


6.3 MAAKT X CANO 


对 任意 pg € CT (R") , 当 f ADEM di UR 
(f°6.,9) = I o Qo GO dx 
4 y = 0, CO W] dx = c "^ dy, f 
(3p = [fore Q0 | ridy = 
(fir pe em) 
从 而 对 广义 函数 f EDR), EX f£» 0,8 
CF e 8,9 = forl pe 87) 
定义 6.3 REVR. Efes = if W S Ek 次 拟 
齐 次 广义 函数 ,或 称 f Ek 次 拟 齐 次 分 布 . 这 里 /。6. = cf 是 指 
Fe Sop) = (or pe d(T = lfag) (6.6) 
或 
(fp? Bp (x)) = dI Cg) (6. 7) 
Bi 6.6 Dirac 函数 8(z) 是 指 (6,9) = p0), Vg € Cz R). 
因为 (6 。6Cz),p(z)) = (GO, c gp e 01) = c g(0) = 
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TC6,9) ,所 以 二 一 | a |. BI Dirac KAE] a | 次 拟 齐 次 的 . 
命题 6.5 u RNO) 上 的 1 次 拟 齐 次 分 布 当 且 仅 当 
Lu = àu (6.8) 
证 明 ”必要 性 :对 Vo € Cr QNOD ,由 拟 齐 次 分 布 的 定义 有 
Cusp ° Ò) = matia) (usop) 


N rE 作 用 于 上 式 等 号 两 边 可 得 
Cu, Lig] e 80 =— A+] a ro Qu, g? 

$Sr=1.4 

— Qa DGso = u LLD = 

(L'u) = (— Lu —] a | uso) 
从 而 (Lu,g) — AGoq?. Bl Lu = ìu. 
充分 性 :对 Ve € Cre (R"\40}), 有 
lu o 8, = usr ps c 


Uca. 作 用 于 上 式 等 号 两 边 可 得 


d E 
T“ 6.,9) = 


lu, —l a | DU. às (oc reg E 1) = 
—| a | Cu ° 0,9? 十 


DU (us Cg Cen List Lrt sT 7X3,.))) = 


一 | a | Cu ° p) 十 

laltl cV Q4. 99 。\ 一 
T LO Qi ij az; 71) 
—|al(us8, gh —c" lu, Le ° òm) = 
—| a | lu o p — lu e Lo) = 

一 | a | lu e p) — (Llu + 00,9) = 
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—jaltu»ào Q9 +H<Llu ° 8) +l a | ueno = 
(Llu ° 8.2.9? = À (u œ ó, (9? 
Wg) = lue. dop) WERKA 


r TIO = 3g (1) 
T 


解 之 得 g(r) = Cp. 注意 到 g OD = (xp 所 以 
Cu e 0,9) = oO, 
证 毕 . 


6.4 ” 拟 齐 性 LPDO 


定义 6.4 RPD = Ja ÈR ERA C 系数 的 


lal 


£& TE di t AF EE (CLPDOD,a, (2. € CCOR), 其 象征 为 PG, 
D = 2)ao(z)e. 若 对 任意 的 上 E C" (RO ,有 


lal 


P[f*8,G2] = e"PEF1» 9,62 (6. 9) 
则 称 P 为 m 次 拟 齐 性 LPDO( 见 参考 文献 [36,37])、 
例 6.7 算 子 P= 一 80, 关于 6.(z1,Zzz) 二 (trisTX2) 是 2 
次 拟 齐 性 LPDO. 事实 上 ， 
PUF -6.7r)] = flita) e—a frorn). r= 
PE — af e 8] = PPE] Slr) 
定理 6.3 P(x,3) = 》)as(x)8 HRA C” 系数 的 mm 次 拟 


lal sk 
齐 性 LPDO 当 且 仅 当 
P= Š, Apata (6. 10) 


aea-a*f m, |a| sk 
其 中 AL, 都 是 常数 . 
证 明 ”充分 性 :对 任意 f € C^ (D, 


104 拟 齐 性 偏 微 分 算 子 的 分 析 


P[f -6.]= Pj Apsrio[f .6.7)] = 


a*a—-a*B—m 
la| <k 


EET e f) = 
MAP 


$3 Apax! aC f) (07)) 一 
Nro 
S) Apal CEDOS Oa) = 


araar f= m 
lal xk 


vPUf]*8. 
故 了 为 m 次 拟 齐 性 LPDO. 
现在 证 明 必要 性 . 由 假设 有 PL[Lf。6.(x)] = PES]. ò 2). 


取 f(x) = e* E C=(R") ,其 中 ev.z 一 esse € R", 则 有 
j=1 
PLAJ = Ja Df = Jya og 


lal <k lal <k 


PEF] e 8) = Jla, O (IDEE 一 Sa OLE e 


"ES PEST 
另外 ,注意 到 f o la) 二 er? — er 从 而 
PLA。8.(z)] = Pet] = 


2 a, (x3 (8, ODK e (97 一 


lal sk 


Da. Cr)” are ler 一 


lal <k 


r” D,a, 0E er 


PES 
比较 名 的 系数 可 得 
a, © 8, x) = T° "a.Cx)a S k 
Bl a,(2),o Lk, Æ a * a — m 次 拟 齐 次 的 ,由 命题 6.4 有 
a, xr) 一 M apat? 一 M Apat? aSk 


即 必要 性 成 立 . WESS. 
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注 6.5 定理 6.3 的 一 个 直接 推论 为 :如 果 PCz,3) 是 m 次 拟 
齐 性 的 , 则 其 转 置 算 子 P'Cz,3) 关于 同一 个 伸缩 也 是 m 次 拟 齐 
性 的 . 

事实 上 ,VY f € 9 (R")， 

CP (f° 8, (200,9 = 
(fà, CO, PLE] = 
r (Gf PEg] E ir») 

(P[g» 0160] = r”PLo] 2 0916002 = 
rle Of, Poe ip 一 
r™ (PDf);po 12) = 
r”(P'[f] o 8.60, 

定理 6.4 PCr, ER Em 次 拟 齐 性 的 LPDO?4 B (045 P 
与 上 的 Lie 括号 (也 称 为 换 位 算 子 ) 满足 

[P.L] = PL —LP = mP (6.11) 

注 6.6 X P—L.WI[[L.L]—0-—0-*L. T LONSEUGB 
齐 性 的 . 

证 明 必要 性 :由 假设 有 PLf 0,00] — PLS]. e), A 


r 全 作用 于 上 式 等 号 两 边 ,有 
左边 二 PEG. 5) |= PULLf] » 8] 


右边 = m”P[f] e 8 +H «c iP] e 6,1 = 


mr”P[ f] o 8 - e" LLPUF1] * 8. 
W r = 1 即 得 证 . 
”对 于 充分 性 ,采用 四 种 方法 来 证 明 . 
证 法 一 :根据 条 件 有 PL 一 LP = mP. 作用 于 函数 u。6. 有 
PL[u*8,]— LP[u*8,] = mP[u*8à.] (6. 12) 
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其 中 PL[u。8.] = PL fC .8)] = c FP[u 0 了] $ gl£») = 
P[u o 8. J 3X (6. 12) 化 为 


T 
Bp 
9 
> ajx; 2> a -r =— mg (6.13) 


ÉDo,0- "TEN W]geD,G,D-sg(óCo.D.H 
5 dcg o D, x2 = L[g » D,] -rieg o D,) (6.14) 
ds dr 
解 常 微分 方程 
sg» D) —— m(G 。D,) 
ds 


g*D,| -—8 
得 gp» D, —5"g.SMs-—cliij,;g(0,C20,DD — c "ge, BB ge, 
Do-—rg(QG).D. 另外 ,因为 gin = P[v* 8,]; Br gl, 
D =P[u]. 从 而 可 得 Pfu 。6.] = c" P[u] à. 
证 法 二 : 令 glar) = PLu。6.j], 从 式 (6.12) 得 一 阶 线性 偏 微 
分 方程 


rÆ — Lg] 一 mg 


g = P[u] 


直接 计算 可 知 g1 = Plu]. d 是 上 述 初 值 问 题 的 一 个 解 . e — 
P[u。6.] 是 一 个 解 , 由 解 的 唯一 性 (rz — 1 时 方程 没有 奇异 性 ) 知 
gı =g. B} 

P[u*8,] = PLu] ° 8, 


证 法 三 : 设 P(z,3) = Dala) 
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PL[u] = Da,(z)oL[u] 
LP[u] = L| 3ja.GO&'u |= D Lla, G28*u] = 


5 (L[a, Ge ]8&u +a, GO L[8*u ]) 


BUS or Ra «a 一 > au; 次 拟 齐 性 的 LPDO, 所 以 
gL —L9*-a*2o9* 
因而 | 
PL[wu]-—LP[wu]-— 
— YIL[a, G) J&u + 3a, GO[&*L — Lo*]u = 


— MIL[a, GO J8*u 十 9a * oa, Cz28*u = 
mPÍ|wu] = m > a, Cx)0*u 


4 uc—eéTUuRAEXSEEBIZUS: 
$1 C- Lla, C2 ] +a * oa, (DE = m ja GO£ 


B 
— L[a, Cx?] +a * aa, Cx) = ma, Cx) 
Bp 
L[a,(32] = (a4* a — Da, Cy) 
这 说 明 a, (22 是 a，a 一 m 次 拟 齐 次 的 C” 函数 ,从 而 是 多 项 式 , 由 
命题 6. 4 可 写成 


a(x) = 5 aa gx? 
a*B-a*a m 


其 中 ,asp 为 常数 ,8 C IS. EXER 6.3 A, P Jé m 次 拟 齐 性 LPDO. 
证 法 四 : 取 u — et* , 则 
[PL — LP ][e**] = mP[e**] 
因为 


108 拟 齐 性 偏 微分 算 子 的 分 析 


Lu 一 (> azg Jet i= LG .&)e** 
j=1 


PLu] = (Sa, GO£ )e** := P(r,é) et 


所 以 
PlL(x,é)e:*|—L[P(lx,é)e* | = mP,” (6.15) 
HJ X Leibniz 公式 , 即 


P(z,a)[xo] = 3] LP? Gia) oy 


HB PO) E [ZP Gr, ],.,£—— 9 RRETARA RE 
子 换 位 ,代入 式 (6.15) 即 得 


n 


P[e**]L(z,O + DI PH (r,a Dl] e 2 


j=1 Or; 


L,[PG,8 Jet — Pla Lee] = mP (r, 8e 


工 (ZE) m 


PO DLD 十 Da 2 一 L.[P(z,6] 一 
j=l j 
POxc,LG,8 = mP (xr,é) 
即 得 


Sue 9P — LLP, 8D] = mPG.6 
j=l dE; 


这 里 记 L, = Saz; i-i Le 一 24/60, , 则 上 式 写 成 
LELP(z, 6 一 上 [LPGCz,6] = mP (zx,é) (6. 16) 
令 D.(z,6 = (6.(x),61(8)), 则 得 初 值 问 题 


c EP sD zs) = LP » D, — LP * D, =— mP e D, 
T 


P。D:| = P8 
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解 之 得 
P © D, = c"PG. 
Bp 
P.C) (D) = c" PG, (6. 17) 


车 设 PG. Sia.GO€ BM RC. 17) 得 


lal 
a.(. GOD * (5 COD* = c" Sa. GO 
Bp 
Da, 8x) ercOEGDU Da TE 
即 得 
a, C8, (x)) = 1" "a, Cx) 

由 命题 6. 4 及 定理 6.3, 41 PCGc 8 为 m 次 拟 齐 性 LPDO. WHE. 

注 6.7 上 面 的 数 种 证 明 实质 上 给 出 拟 齐 性 LPDO 的 5 个 等 
价 表达 式 

COD L,LP(Cx,80]— L,[ PG] = mP (zx,é); 

(2) PL — LP = mP; 

(3) P[u»8,] = c"P[u]*8.; 

(4) PGr,0) = >) angra"; 


aramat p=m 


(5) PCG3,270,8,3 D) = rP, 


6.5 拟 齐 次 分 布 的 延 拓 问题 


定义 6.5 ue Z'(QUMOD E à € 9(R") 满足 
(1,9) = lup), V$ € CFIOTNOD 
WEK a Æ u 在 R 上 的 延 拓 . 
命题 6.6 Ub f(x) € CRANO 是 4 次 拟 齐 次 函数 ,4 二 
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一 | a |, 则 ff 是 R" 上 局 部 可 积 函 数 ,从 而 f ÆR 上 的 一 个 次 拟 
齐 次 分 布 . 
证 明 由 f(x) 是 次 拟 齐 次 的 , 故 f。6.(x) — Pf GO, 
t> loa 
7 
f) = r>°f o (r) = rf ix) 
4 y= 81 Go Bt 
r(y) —reói(x)edel|yl-1 
得 估计 式 
| fe |= rP | feô |S h sup | f(y) [x CP 
因此 对 任意 上 > 0, 利 用 极 坐 标 变换 得 
| Men | dr < c| rde = cff (rr eo dodr < 


c [omar «oo 
结论 得 证 . 
引 理 6.1 duc SRNO) 是 4 次 拟 齐 次 的 , 若 $ EE 
CY (R"\{0)) 满足 | etg 。6.(z)dr = 0, Mj < u,$ >= 0. 


证 明 BEA ud A 次 拟 齐 次 的 ,所 以 Lu = Xu, 即 
(Lu,$) 一 Mulp)， Vo€ Cc ROD 
从 而 
(u, L'g — Ag? — 0 
要 证 明 结论 成 立 , 只 要 证 明 对 V$ € CRO), 总 存在 PE 
Cy (R"\(0)) ,使 得 
Ligp—Ap = $ 
BUS 
(u,9) = (Gi L'g —Àp? —0 
又 因为 Lig = 一 Ly 一 | a | p HAIRA p 满足 
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Lo t a+ al] =$ 
Lo*à,- Ql a Dp. à, 9—$« 3, 
ci aD Qa Deà ——$. 6 
p (os). HAH a Det Ipsa, =— rtg e gS 
d a ai-cà- 
dá r ° à. ] 一 一 r! à 1$ ? à, €2 


po pi, 一 | vig o e dr 
由 此 取 o 的 形式 如 下 
eG) =— [ens o ò dr (6.18) 
0 


此 外 ,利用 | mg 。 ddr — 0 和 式 (6.18) 得 


eG) = F r Tig o & dr 


Bi? € QRO, 取 充 分 大 的 常数 C, E ra) > C， 则 
| & (x) |2rGO 2 CCGc D, Mi $98; = 0. Fi p — 0€(rGO >O. 
B g E C”(R"\{0})), 存 在 足够 小 的 e > 0,24 r) — e Bf, 
[8,62 | x e xi eCc « D, A $8, = 0, EVA o — 0(7GO <e). 
这 就 说 明 o € Cr (R"\{0)). 证 毕 . 
引 理 6.2 设 u 是 R"\{0} 上 的 4 次 拟 齐 次 分 布 ,i 二 1,2,…， 
,并 且 当 i 关 j 了 时 ,4; SE XU 


DUET (6. 19) 


则 对 V ju; 三 0. 
证 明 h Lu; — Au; HOO (L B i XE — 0,1, sk — 
D 作用 于 式 (6. 190 ,依次 得 : 
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f£ $ € Cr (RNO, A 
2 (1,8) 一 0 


k 
Sag 9-0 
j=1 (6. 20) 


247 C$) 一 0 
4 Qu; 9 一 C; (jJ = lse k EC 20) 为 关于 C; 的 方程 组 ,其 行 
列 式 


#0 


APDOAPS ee AP) 
推 得 C; —0,j — lh B Gu 9 = 0, FF LA u; = 0,j — rns. 
证 毕 . 
引 理 6.3 ”存在 g € C; (ORMOD 满足 
L gt, =1 (6.21) 


WEBB ER GG) € Cc (R"\{0}) 满足 
F Pp (as =] 
0 s 
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4 eG) = go XGG)) € CF (R"\{0}), m 
N e° à, CO) 4, E n gs CrCG GOD y E L pr) y 
0 t 0 t 0 t 
4 tr 二 ,完成 证 明 . 证 毕 . 
定理 6.5 Wu c 9'(OUN(0D 为 4 次 拟 齐 次 分 布 , 且 
A€ (—-lal—-a-g,ge r) 
则 u 有 一 个 延 拓 zz E DR), A 
(OD a ÆA 次 拟 齐 次 的 ; 
(2) 这 样 的 延 拓 是 唯一 的 . 
证 明 ”唯一 性 ; 若 男 有 tw ER) 为 人次 拟 齐 次 分 布 且 也 是 
u 的 延 拓 , 则 一 x c 2 R"), H i 一 女 震 0 在 R"\{0} 成 立 , 所 以 
suppiz, — ú} = {0) ,从 而 有 
(à; —à) — M1C,878(x) = 0 
Ha g ( 一 | a | 一 a，B,B EE I) 及 引 理 6.2 知 如 =ù. 
存在 性 : 取 p € CRORES £73 Iu 一 1, 设 
$ E CRNO, S 
RLS) = | tg à God € C” QNOD). (6. 22) 
Æ x WRZ. a AWER RiLgR:[$j] = R4]. 事实 上 ， 
RLR CI] = 
NR CRED o 8, (20 dt = 


NIC AG * GS] o G0) dr = 
[eee (po à GOD * EC ^R, E41] GO dr = 


RES PÈ = Ri[$](z) 
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所 以 
R,[sR,[$] — $] 一 0 
Bp 


[en Ce. 4] — $] ° &(xr)dr = 0 


85138 6.18 Gu, CeRi [9] — 2] = 0, BD 
Cusp) = GogR,[$D, V$€ cR) (6.22 
现在 车 $ € CR), M eR, [6] € Co (CR"\(0)), 由 此 可 以 定义 
ú WF: 
(4,9) = GogR,[$D, V$ € cT) (6. 24) 
由 式 (6. 23) BID a DN u 的 延 拓 ,下面 证 明 其 拟 齐 性 , 即 证 
Qr $e) = vp, V$ € C? (OQ) 
FEER Yp € CP (ORO A 
(tr dodi) 一 
Go gR,[r ‘po 6 ]) 一 


MONTE r0 4582 ó6,(x)dtdx = 


e| ug] oeg o &(x)dtdz = 
zGO;,gR,[$)» 一 Tn) 
证 毕 . 
注 6.8 RARO = [r9 a cod RARIUS. 
事实 上 ,固定 zx, 当 上 一 0 时 ， 
lime! g o à, Cx) — 
lime ^7 。 lim$ e, xr) = 
C limz'^ ^^! 
当 |a | 十 人 盖 0 时 积分 收 伍 . 24 ReA--| a | CORE, A E PRA EGRE 
意义 下 将 会 无 意义 . 
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下 面 以 一 元 齐 次 函数 为 例 ， 令 L] = [oscar 


人 ti<0 


以 及 
i. = LIS] = [Pec Yé E Cz aon 


(6. 25) 
pac 9 (R\{0)) 延 拓 到 9'CR) 上 呢 ? 
情形 一 :ReA 全 一 1l. 
HER $ E€ C”(R) ,定义 延 拓 


TUER [egode 一 LES] (6.26) 
它 是 收敛 的 连续 泛 涵 . 由 于 
in] = | dnr oar 
在 Rea — 1 REKAH, MA DO YE Rea > 一 1 上 解析 (下 面 


作 解 析 延 拓 ). 
情形 二 ;Ren + 负 整 数 . 
利用 分 部 积分 ， 
n= f $(r)d (去 5)= 
ah]. pU (r Jdr = 一 ——Lal$] = 
ESI A 十 1 
(—1»? J o 
axparopbe*1- 


(— DŻ I [9 ] 
Qc D-OcrTp7?* 


此 时 要 求 Rea +k — 1 Rea ze 负 整 数 , 积 分 均 有 意义 ， 
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取 正 整数 不 ,使 二 之 一 人 en 一 1 可 定义 延 拓 为 


(一 1) RHA OD 
QTD-QTDs , POSO codi 


— CD (| D 
* Ty ] (6.27) 


情形 三 :4 =—k,k 为 正 整数 . 
取 复 数 e 和 0(|e|1< DER 
Te (H = LP) 一 


(— D k) 
C De E DJ té Ode = 


CY ,p> 一 


ato, + Oe) 


其 中 
C. 一 Hmel -re — 
Ck) (k1) 
EED, Da qat O 
(— 1)? co uo || $7 (0) 
|. GCD-G-EREDA S DI 
C, — lim -一 
£0 € 
DES 
dl | $600 Sr G-1) 
aci. In 1 dtu—pp 0 


因为 < ， OCGO 与 有关, 不 稳定 ,所 以 定义 


k—1) 
(A = qas n deae £ E = 
1 (CR) G-D sG-1) 
nm In tdr + (C DEDIDA (6.28) 


MERCY oT DO DUE RERS EMT. 
24A zm— (|altara)la E E), H Reat al>o0tf, 
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R [$] = [es GO dt = 


T $- awdd - Fi Ll. p S (s à Go) dt 
由 于 
I xij.) Ta tA) 一 > z o à, CO) * ajz t^i 
将 其 代 人 上 式 得 
R [$] = cx st lalte, CE 8, x) dt = 
(— 1)* 


(AH a DG-la | 二 m1)… 十 | alt m) 


[Cem o à, Cx dt 
0 


HP m = Da “a 一 1, ] al =k. IA RiL$j 的 定义 是 有 意义 的 . 


ara= j 


进一步 有 如 下 定理 . 

定理 6.6 Buc CRN), HE RNO) 上 是 4 次 拟 齐 次 的 . 
£i A —— (| a [t a * 0 BU] u RTULRETRON R 上 的 4 次 拟 齐 次 分 布 的 必 
要 充分 条 件 为 :对 每 一 个 满足 4a. B= 二 一 4 一 | a | 的 BE P. 


| _ uad — 0 《do 为 第 一 类 曲面 积分 6.29) 


5) Cala) 


a*a7* À— lal 


Ma 一 1 时 , 充 要 条 件 为 =a l| | «Gods — 0. 


下 列 问题 请 有 兴趣 的 读者 思考 : 设 xE 9'OR"N (000 为 和 次 拟 
齐 次 的 ,u dm upstin ac 9 (RISE 
LLa —- 34, V$€ CR) 
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6.6 拟 齐 性 偏 微分 算 子 的 谱 性 质 


下 面 将 给 出 拟 齐 性 LPDO 在 L* 上 的 某 些 重要 的 谱 性 质 . 特别 
地 ,证 明了 任何 一 个 自 伴 的 m 阶 (m 关 0) 拟 齐 性 LPDO 没有 非 零 
特征 值 . 

ATER PHRF} 的 m 阶 拟 齐 性 LPDO, 其 系数 属于 
C^ (R°). 

ig V. 为 CY (RO 按 范 数 | lv = (C) u 1? HII Pu I7 的 完 
备 化 ,这 里 是 .为 L?(R") 范 数 .于 是 可 将 卫视 为 以 Vo 为 定义 域 的 
L' 上 的 无 界 算 子 , 仍 以 了 P 记 之 . 易 知 P 了 是 在 L: 中 笛 定 的 闭 算 子 , 从 
而 可 考虑 P 的 谱 性 质 . 

记忆 的 正则 点 集 为 oCP) , P 的 谱 集 为 oCP)(Hilbert 空间 上 无 
界 算 子 的 谱 、 正 则 点 等 基本 概念 可 参阅 参考 文献 [47])， 

XPPrIDOGEXL 上 的 一 族 西 算 子 D, : 

Daulz) = riu(ld,x)), Yue LR’) (6.30) 


其 中 ,o = a 为 R' EXCPU o 的 齐 次 维 数 . 事实 上 ， 


Il Du |; = i r* | uCó, CX). Pas] 


4 y = ð (1), M] dz —r*dy.H 
H 
* 


ll Du ll = (| . | uly) jdy) =l} u ll 
引 理 6.4 D, Æ V, — V, 的 同 胚 映射 . 
WBA ” 设 u EC?(R"). 由 PP 的 齐 次 性 ， 
PD,u = ri r"(Pu) » 8, = r"D,Pu 
gig b. 的 保 范 性 ,有 
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|! Da lv = Q| D,u ||? +I] PD ll? = 
CIL u I? +r” | D,Pu |3)? = 
CI u I? +7” || Pu I2? 
& CCr) = max(1, 7") , Wil 
| Du lw SECO) |u lv, (6.31) 
[n] X 8] 


|u lvy, =| DDa dy & C( I) Dude, 6.32 


由 于 CT 在 V。 中 稠密 , 故 式 (6. 31) 3x06. 32) 对 wu € Vo 仍 成 
立 . 证 毕 . 

命题 6.7 设 P 是 具 C” 系数 的 m 阶 拟 齐 性 LPDO 且 mm 关 0， 
则 oCP) 是 复 平面 上 的 开 锥 集 . 

证 明 ”由 经 典 结果 知 oP 必 为 开 集 . 为 证 其 锥 性 质 , 设 
à E oP) RARE A 250. HII AIL P RE V, — L* 之 双 射 , 且 其 道 有 
界 , 由 引 理 6.4 知 算 子 r DTO — PD, 亦 然 . 注意 到 D? = Di 
以 及 PD, = DP. rD GI — PD, = £"AI — P. 对 任何 
c»0,9r-c*,lllf ERA a € pP). B oCP) 确 为 锥 集 . 
证 毕 . 

推论 6.2. 设 P 如 命题 6.7 所 设 , 则 当 且 仅 当 0 € olP) 时 ， 
aCP) dE. 

1555 6.8 设 己 如 命题 6.7 所 述 , 则 oCPO 为 非 空 闭 锥 集 . 

证 明 只 须 证 明 0 不 是 已 的 正则 点 . 若 否 , 则 己 是 ww 一 天 的 
双 射 且 其 道 有 界 , 故 存在 C > 0, 使 下 式 成 立 


|| Pu l2 C Hull Vu € V, (6. 33) 
由 引 理 6.4 40.38 u A D,u 3X (6.33) 成 立 , 从 而 得 到 
r” || Pu (>Cll ull, Vr»0.,Vu€V, (6.30 
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C — 0, 矛盾 . 故 0 € olP). 注意 到 推论 6.2 及 命题 6.7, 知 olP) 为 
非 空 的 闭 锥 集 . 证 毕 . 

定理 6.7 设 P 为 具有 光滑 系数 的 m 阶 拟 齐 性 LPDO,m 天 
0, 且 PP 是 自 伴 的 , 则 P 没有 非 零 特征 值 . 

证 明 ”车 否 , 设 4 冯 0 为 P 的 特征 值 ,uw 为 对 应 于 4 的 特征 画 
数 , 不 妨 设 | | 二 1, 则 w 满足 


Pu = à. || ull-—1;.«€ V, (6.35) 
Vr 0,4 c— r*,u, = Du ld D, 的 性 质 及 式 (6.35) 可 知 || 
u, || u |= 1 BH u, € Vo UR Pu, = PD = cD,Pu = 


rÀD,u = ru,. 
这 表明 u, 是 对 应 于 特征 值 rA 的 特征 函数 . 由 于 PP 是 自 伴 的 ， 
HOM pr 0HrzlBbu Au EZG L 中 内 积 ). 
4 fi) = (xz 注意 到 ma = us US 
0, rsg&l,r0 
1, r=1 
上 式 表明 fO 在 r == 1 ERES. 
另外 ,又 可 从 f(r) 的 原始 定义 推出 了 在 (0,ce) 中 连续 ,从 而 
得 出 矛盾 .事实 上 , 取 u^. € Co uiu? — u V H, oc. 
4 u? = Du”, ES fo -—(QPuj-—1,2,7. 
首先 ， 证 明 f, E (0.00 中 连续 .注意 到 方 (m) = 
rta u^ d Go» WOzDdr, 令 g, C) = [w^ C8,(z)) ade. M 


须 证 明 g;(r) 连续 .为 此 , 任 取 r。E€E (00,90 AC jj 圈定): 
Lg; 7) — g; ro) Elbow HE ME u? 6,C7)) — u? (86, Cx)) II 
(6.36) 
由 于 uw? € C?, 且 sup, | (2 一 6 (Zz) | 0 H r — ro( 其 中 
k; —suppu? ) , 故 由 式 (6.36) 得 | gj; CO — g; Cr) | 一 0, 当 r 一 7o， 
故 g;( 从 而 f;) 连续 . 


for) = 
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其 次 ,证 明 当 7 一 ce 时 , 方 (>) 在 (0,ce) 中 一 致 收敛 于 f(7). 
事实 上 ,有 

EOS FN | 9| GP? — up |S 

lu ll lu? — u, Mm EE D, u? — u) l= 
wl du; — l0 
于 是 ,由 C(0,00) 在 一 致 收敛 的 拓扑 下 的 完备 性 知 f € CCO co), 
特别 地 ,了 在 r = 1 连续 .证 毕 . 

注 6.9 定理 6.7 表 明 拟 齐 性 LPDO 作为 (CR") 上 的 无 界 算 
子 , 或 者 有 唯一 的 特征 值 0, 或 者 没有 特征 值 . 而 在 第 二 种 情形 , E 
命题 6.8 知 0 必定 是 书 的 连续 谱 或 残 谱 . 第 二 种 情形 的 典型 例子 是 
R” 上 的 Laplace 算 子 (利用 Fourier 变换 易 知 0 不 是 特征 值 ) ,但 第 
一 种 情形 同样 可 能 发 生 . 请 看 下 面 的 例子 : 


ə 
Oy 


例 6.8 4x-$cy $y- Fray € R X 


=— (X +Y) +2 = 
P=- (X +YD +i 


Oæ Æj ə/ 3 8X xz ty & ,..0 
(istas) mU AO vzr) 4 ab Bi 


AW PJX-Jq8,G,x.)-— Git,rxz,ry) 是 2 阶 拟 齐 性 LPDO. 
直接 验证 可 知 , 形 如 (Lorum 


Pf =0. 特别 地 取 w = (1+ [ERE ). Wu € LR), 


E Pu = 0. 由 此 可 见 已 具有 特征 值 0. 

下 面 叙述 齐 次 群 上 的 齐 性 LPDO 的 谱 性 质 , 有 关 齐 次 群 的 概 
念 可 参阅 参考 文献 [21]. 

定理 6.8 设 P 是 齐 次 群 G 上 的 m 阶 自 伴 拟 齐 性 LPDO. 车 
m 关 0, 且 是 左 ( 右 ) 平 移 不 变 的 亚 椭圆 算 子 , 则 P 了 作为 L*(G) 上 
的 算 子 无 特征 值 . 
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证 明 — 据 定理 6.7 知 ,只 须 证 明 0 不 是 PP 的 特征 值 ,为 此 ,用 
RWE. E SEP 对 应 于 特征 值 0 的 特征 阻 数 , 则 l flo, 
BPf — 0. 

A 

FG) = | Df (dr, IEG (6.30 


其 中 o 为 齐 次 群 上 的 齐 次 维 数 . 由 Minkowski 不 等 式 及 Fubini 4E 
理 知 


”| = ag -2f 
IEUS S e bfas oare 


故 下 € L(G). 下 面 进而 证 明 PF = 0. 事 实 上 ,对 于 pE Ce(G)， 
有 


(PF g) = (F, P'o) = ([ 71D far P)- 
[onte Pedr- 
F EPD, f pdr = 
| EDPS pdr = 


| ePf, Dipdr = 0 
由 9 的 任意 性 知 PF = 0. 1E P 的 亚 椭圆 性 假定 , 知 下 € 
C* (G), Hit f € C (G). 特别 是 下 在 G 的 单位 元 e 处 应 连续 . 故 
由 式 (6. 37) 及 D, 的 定义 知 FCe) =| 二 dr ， Ke)， 从 而 必 有 
fle) =0. WES f,CO = fr), Yy E€ Gx E€ G.W |i f, i= 
ll £ ll Edi P REZOETERETERI PA, = 0, 根 据 刚 才 的 推导 ,应 有 


fe) — 0, ifii fO) = fye) = f,C0 — 06,BD fO) —0,Vy€ 
G. ix 9l |] f zz 0 FA. UE. 
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本 章 7.1 节 介 绍 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 (LPDO) 的 亚 椭圆 性 
的 一 个 充 要 条 件 ;7. 2 节 介 绍 拟 齐 性 LPDO 的 基本 解 的 性 质 ;7.3 
节 介 绍 奇 性 可 去 定理 . 


7.1 基本 概念 


定义 7.1 dt^ uc 920), 开 集 wCOCR, 若 存在 

f € C^CGo, fi 
Cusp) = O9. VSEC Cw) 

则 称 u Æo 中 为 C” 的 . 

定义 7.2 设 wE 9(0),zro€ NWR ur 的 任何 领域 中 
都 不 是 CU 的 , 称 ro 是 w 的 奇 点 .的 所 有 奇 点 的 闭 包 称 为 w 的 奇 
支 集 ， 记 为 SngSupp(Singular SupporDu W S.S.u. 5% W 
S. S. u Csuppu. 

4X 7.3 R P(x,93) E X XE 0 E LPDO, Z Vu c 
Q'(Q),S. S. P[u] = S.S. u, 则 称 P(c. 在 O 上 是 亚 椭圆 
的 (Hypoelliptic). 

性 质 7.1 P(x,3) 在 Q 上 亚 椭 贺信 VuE€ 9(0),YwC0， 
Jw CRW Plu] € C^ GO. EZ u € C" QD. 

证 明 “>” RWE. EBE uE 2 (0),w C0, 使 P[u] E€ 
Cw) ERPE w C RA, WE u € C^ (Q0. BB Vw C Qu 
C° lw). FE S.S. u = 0, 从 而 S. S. PLuj = Q.ix BSTETEÍ CO. 
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使 PI») € C^ 矛盾 . 

“<” PI S. S. u CS. S. Plu). RIE S. S. PLu] CC S. S. v. 
x € S.S.u, 则 存在 B(z,s) C A, $ u € COB, A). 于 是 
Plu] €C*"G3Cxz,000, BB x € S S, PLu]. 因而 S.S. P[u] c 
S. S. u, fü üE. 

例 7.1 Laplace AF A 是 亚 椭 圆 的 . 

ə 9 
5j 7.2 a a; 是 亚 椭圆 的 . 
例 7.3 Z 3 不 是 亚 椭圆 的 . 如 任 取 fE CC, 


ar? ay 
Šf 8f.g 
fGd y) WB EN . 


定理 7.1 设 P(zx,3) 是 m 次 拟 齐 性 LPDO, 若 P 在 x 二 0 的 
某 领 域内 是 亚 椭圆 的 , 则 m 0. 
证 明 ”利用 欧 氏 空间 上 的 Fourier 变换 , 则 有 
(Peau) X, anglu) = 


a*B-a*a—m 


23 angit ^ auf (2) = 


QE OAS) ， 
BA QG 是 一 m 次 拟 齐 性 LPDO. 事实 上 , 记 v(D = ae), 
QC, a) v o 0,00 = 
S angit t agu 一 


a*f-a*ac m 


c" 3 OF Cr Ow» = 


a*f-acac m 
c "[Qce,apv] ° ô. (£) . 


PLus] = P[1] 220 


其 中 1 = dC) 是 1 的 Fourier 首 变 换 , 从 而 
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elr) J 
Ed 0 
与 亚 椭圆 性 产生 矛盾 . 从 而 m 0. 证 毕 . 
说 明 : 该 定理 可 用 来 判断 某 些 LPDO m Ry ép. 例如 ， 
算 子 


为 —1 次 拟 齐 性 LPDO. 事实 上 , 取 à, Cr, y) = (um sry), Bi 


29/9 — 
(z ax ^ 57)” ò (zy) = 


aux (t). òlr y) — c y! (Sz) Czy) 一 
ez Ey FEE à Gs) 
故 算 子 为 一 1 次 拟 齐 性 的 . 因而 由 定理 7. 1 知 算 子 不 是 亚 椭圆 的 . 


7.2 基本 人 解 


设 EE C00), 车 在 0Q 中 P[E] = C), NE E XP ER 
的 基本 解 . 
说 明 :基本 解 若 存在 , 则 不 一 定 是 唯一 的 ,可 以 相差 任 一 常数 . 
初 值 及 边 值 问题 的 解 通常 可 由 基本 解 表示 . 
例 7.4 XIR 上 Laplace 算 子 A, 有 m= 二 2, |a|==n, 并 是 
Elz) = rt n>? 
Inz'!, n—2 
3838 7.2. 设 P(z,3) 是 闷 次 拟 齐 性 亚 椭圆 LPDO # EC) 
E P Er = 0 的 某 邻 域 w = {zx : r(x) <b) 上 的 基本 解 , 则 


1 


E(x) = E' (zx)++ g(x)ln "es, 


TWO (7.1) 
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Hp E) 是 m 一 | a | 次 拟 齐 次 函数 ,E* € C^ OR"NOD ;qGO 
Em—lal Z3. Bi m«lalsmnslaltasfe I Bl. 
恒 为 零 ;W € C" G0 (0 — D, HB. P[W] z 0. 
证 明 第 一 步 : 证 明 
P[Q.—m-|a DEC] = 0 (7.2) 
Bj Pd m 次 拟 齐 性 LPDO 及 56 是 一 | a | 次 拟 齐 次 分 布 ,有 
PL[E(x)] = [LP + mP ]EGO = LL6(x)] + me (zr) = 
n —| a 8C) = Gn —| a DPLECO ] 
这 里 用 到 Lo = 一 | a | 0, 因而 PECL — m dH a DDEGO ] = 0. 
第 二 步 : 由 式 (7.2) 及 P 的 亚 椭 圆 性 知 
[L— Gi —| a DIEGO $E Ver) € C^ low), bb 
由 此 可 求 出 EGO 的 表达 式 .事实 上 ,将 二 换 为 8.(Cz), 得 
[L—On—|a DIE* 8G (32 = V o (x) 
即 
rE. aD a l= mE <ò = V oà, 
ELE LG] = dtm y o 3 GD 
关于 + 从 + 到 1 积分 ,得 
f LE «8, (zr) dr = fermy o &(x)dr 
Bp 
E(x) = tE o 8, D 上 | ev e 8.(z)dr (7.3) 


第 三 步 :考虑 当 上 一 0 时 , 式 (7.3) 等 号 右边 第 二 项 的 极限 . 
fi —:lal—mo0.Wizir--omt, 


1 1 
| eV o 8. GO de = | Dy o 6.dr 
0 


t 


Hic 
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WG) 一 [ev o à. (G0 dr € C^ Go) 
由 式 (7.3) 设 
rie o 0, > E C) € 9 (oy) 
ET LAXALT AA X AA H RREN), i 
EG) = E, GO +W Go) (7. 4) 
对 0 二 4 二 1 
E, à.) = limt" "E «à, o 8 (z) = 
lima" 4 QU)" "ES, 一 
X77 lims E «à 一 
AT E Cr) (7.5) 
这 表明 E, J& m —| a | 次 拟 齐 次 的 . (注意 到 Oa) = Ar G2 ,证 
明 过 程 中 要 求 0 二 4 二 1, 因 而 上 述说 法 不 够 严密 ,因此 须 补充 定 
义 , 作 适当 的 延 拓 ,使 Ei 在 整个 R"\{0} 有 意义 .为 此 令 
Eilr) = A "E, o à x) 


Yre RNO, KA EDT Ar Cr) 二 5 ,证 明 的 细节 留 做 练 


Gr 
3). 
XAA PCW] = PL[E]-— PLE, S PLE] 6650 &—la d KW 
齐 次 ,PLE,] 是 一 | a | 次 拟 齐 次 ,所 以 PLWj 也 是 一 | a | 次 拟 齐 次 
的 .但 是 PEW] € C7 (wy ), 故 由 命题 6.4 知 ,W 为 多 项 式 , 所 以 
PEW] «o, Bp 
P[E ]- PLE] = (r), x € R'MO) (7. 6) 
根据 P 的 亚 椭圆 性 知 E, € CRO). 
情形 二 :m l]a]. KAVO 展开 为 
VG) 一 Y ere N Y t a-scevaos 


fal <N 


(7. 7) 
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因此 
1 
| tr" "IV .6.(x)dr = 


2j. a*at lal =m] dr vU PER 
lal < 


1 
zf gatlet . 
Eval t 


i 
| (1— soV(sB,.(r))dsdr = 
Zf petla dr 9" Y JT ui r,D 


INPS 
RN Rex (£o NS mlel) ,使 得 
a*«ac-lal|l—mza.N-|a|—m;0 


式 (7.8) 等 号 右边 等 于 
1 — geet lal—m . evo) 


la]  Nsa«atla] -m0 * ca 十 | a | 一 入 a! 


FVO) n 工 L4 u (r,t) 
a! 


xz 十 


lal<N.aatlal—m=0 


所 以 ,从 式 (7.3), 可 得 
E(x) = t" "E «6, ef. ei-mV.& (x)dr = 
t^^ mE o & GO) 十 


1 ƏV (0) x 
lal & N.acat lal mao € * atlal—m a! 
a*at|a|—m 
t a VO) e + 
lal <Naratlal -m0 t * a 十 | a Sú a! 


SVO rn E wi Gs = 
lal  N.acatla|--m-0 a! 


tE o 8 — qi 2, (00 + 
qGOIn i Da Ga + gi G2] 


(7.8) 


(7. 9) 


(T. 


10) 
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其 中 
ev " 
"ab 
1 ƏV) x 
lai Nasal laimo € * a-cFlal—m a! 


4lim[u G,zx)-FEqG)]-—WGO,W Wo) € C^ Gy). X 


q(x) 一 


lal « N.a*at la] n—0 


qı (x) 一 


lim[t "CE— q1) «6.64) 十 gCz)ln ij = E, (x) 


则 E, Cr) € 9 (wy), 因 此 
Elx) = E (z) KW Gr) (7.11) 


易 证 
E, 9 i Cr) 一 


lima" (p) ^ CE — qi) o Su C) + A g(x) ln 1j- 
: m-— lal lal—m — m-—|al 1 
lim [x79 QD) 977 (E — qi) + & GO HAT gla) x 
lim| — P nd gq(2In i 一 Lame g Gon i] 

A79 E, Gc) + A7! g(x)In i = 

Mr |E Gr) 十 gCz)ln jd (1.12 


S E (x) = E (zr)— qG)ln ey 去 5 AiE 


E' «à, (x2) = E, 98,22) — C(qGOln 一 一 去 y^ ói Cx) = 
nr- lal Rd. mlal H — 
A [E (x) + qGOIn >] XT" gan —— 


P nid |E Cr) —q(x)in "e 5] ATE! (x) 
Bu E' 是 mm 一 | a | 次 拟 齐 次 的 , 且 
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E(x) = E' GO d qCGoln "e xu Wo (7.13) 


SEU OUTENDE m<| a| Sm sel alta € DERE 
qGO = 0,48 SEESE P[e(z)ln —] RE — | a | 次 拟 齐 次 的 . 注意 到 


l 一 
dt ? ót t=1 


P illa = 


(Ss e] 一 一 工 
因此 
LP aln 5 ]- PL[ aln -去 x5l- mP | aGOIn x5l- 


P| LEa] - l 


CD 一 q(x) F mP [aon xl 一 


x) 


P[- eG] P| (ml a become 上 mP| aGoln Ee xl" 


—|a| P[ gCon "e xl (7.14) 
这 里 用 到 g(z) 是 mm 一 | a | 次 拟 齐 次 多 项 式 ,P 是 m 次 LPDO, tk 
P[q(x)] = 0. 因为 


P[W] = PLE] — P[E']— P| cz Fe l= 
8G —PL[E' ]— P[aGoln x5] 
为 一 | a | 次 拟 齐 次 的 , 故 P[W]J=0. 又 P 为 亚 椭圆 算 子 , H 


PIE*1=65(x) 一 P[aGoln "e le C"OUAOD, 所 以 


E' e C(R'\(0)), K È 0.13 满足 定理 结论 . 由 
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gn) 一 M ZVO pa «acl a | m e 09m — | a Ha «a 


asl m=0 
出 : 

(1) 34 m «| a | 时 ,不 会 出 现 q(x); 

(2) 当 m 关 | a | 十 a* a 时 , 即 不 存在 a € D: 满足 上 面 的 式 子 ， 
所 以 qGO 不 出 现 .证 毕 . 

该 定理 说 明 ,如果 基 本 和解 存在 , 则 必 有 具有 式 (7.6) 的 形式 , 然 
而 什么 情形 下 基本 解 存 在 呢 ? 这 里 只 叙述 下 面 的 存在 定理 . 

定理 7. 3(Folland - Stein 定理 ) # P(z,3) 是 m 次 拟 齐 性 
LPDO, 其 中 0 二 <lal, 若 P 及 P 在 zx 一 0 的 某 邻 域内 是 亚 椭 
圆 的 , 则 己 及 已 :的 基本 解 存 在 (在 原点 的 某 个 邻 域 内 )， 


7.3 可 去 奇 性 定理 


先 证 明 R 中 调和 函数 的 一 个 可 去 奇 性 定理 . 
定理 7.4 设 0Q 是 R" 中 的 开 集 ,x。E€ Qiu fEQN UO) 中 调和 ， 
若 当 x 一 zo 一 0 时 ， 
oCll zxz—zo |"*)，n 守 3 
| ulr) |= 
b ria 
MEZE ulr), {Ë u E C QD. Efe Q "PHBURI Ges 称 为 的 可 
去 奇 点 )， 
证 明 (D) %4 n > 3 时 (该 证 明 中 的 技巧 是 常用 的 ). 
Bk R 20,4 os) C AW VC) 满足 Dirichlet 问题 
AV —0, zr € wr(zo) 
AEN 一 U | avg 
V(x) 存在 , 且 有 明确 的 表达 式 . 
EAER eS W, — u(x) —VGO —eCll x 一 zo |?” — R"), 


) n —2 
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rcx zo, 取 充分 小 的 8, 当 z € wr\ws 时 ,有 AW, = 0( 这 是 由 于 
ulr) VGO EAR || x — xo 17" E con Nos 内 调和 ) ,而 且 当 || x — xe 
i= R 时 .W, 一 0( 代 入 验证 即 可 ); 当 | X07 To p 6 时， 


ulr) | = o(à* 7) 


lizzy l= 


只 要 8 足够 小 ,一 定 有 W,| <0 B h EREA, 4 0< 


lx — xo |< R BE,W, 委 0, 即 得 
u —V x eCl| x — | — R”), 0 <|] r— z |<R 
S g— 0, ff u — V <0, Vx € waN xcd. d e X — e, HHE ul) — 
VGO 之 0; 所 以 
ulr) 9 V(r), x € wr\(ro} 
定义 xzo) = Vlr), Mj u =V € wr) ,结论 得 证 . 
(2) H4 n = 2 t, R R > O0, {E worl) C N.P olr) WE 
Av=0, Eorl) 中 
"m = ula, 
f£ 870, 


W, = u(x) — ulr) e(n i In à). X É X 
0 


其 余 证 法 类 似 . 

定理 7.5 设 P(zr,9) 是 R" 上 具有 0C” 系数 的 拟 齐 性 m 次 
LPDO, m > 0. 设 P(x,9) Æ x = 0 的 某 邻 域 w, 中 是 亚 椭 贺 型 的 ， 
H uE 3B(w); 在 ws\{0) P PLu] 二 0( 从 而 uw € C^ (Cw\(0)), 且 
当 r(x) 一 0 时 ， 


m—lal ) 


| uCx) |= olr 
WEES or 中 ,有 PClz,B)u= 二 0,; 从 而 uw EC”Cwy), 所 以 += 二 0 为 
可 去 奇 点 (其 中 ws = {x |r) «5». 
证 明 ”由于 难于 寻求 相应 于 书 的 Dirichlet 问题 的 解 V, 这 里 
的 证 法 不 同 于 前 面 的 证 法 ， 
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因为 wu € 9 (w,), 所 以 PCr,BO)w € 9 (wp). 已 知 在 w,\{0) 中 
P(xr,9)w = O0, Bf 
supp{ P(z,ODu) = (0) 
所 以 由 广义 函数 结构 定理 ,在 某 个 es PRZ 
PGr,9)u-— >)C.a“6(z) (7. 15) 


lal N 
下 面 想 办 法 证 明 所 有 的 C, —0(lals ND. 
因为 
Fr? = ON rh garh = 


fe ! 48 [79.2 £t! X xb Tan 
or G, — ap mo Pe 


0, 其 他 
Ig oet Ba 
0, 其 他 
所 以 
au H (o Ba 
z=0 0, Ba 


现在 的 证 明 是 构造 性 的 ,从 式 (7.15) 有 
(PG, 204,9) = MYC,C- D'a8(0, V$€ C? (/) 


lal SN 
(7.16) 
4 $,) 一 9。 ôi Goa? ,其 中 bE C Cwr «wi 一 {x ER | r(r) < 


1}, H% r(x) <4 时 ,ep = 1,0] 


(PGr,2)u.$9 = J, C. 1076, 


lal SN 


Cg C— 1)'7 gl 


(7.17) 
另外 ， 
(PCGr,20)u, 名》 一 Cu, PG.,9) $4) 一 
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| «GOPe azDzodz= 
| «GO P LG) * 6: G2 Jda = 


| «GO Pig] e 01 GOdze t" (7. 18) 


令 极 坐标 变换 > = la) = wGylsl-lesCO |= D. 
《PCzyD)z $p) 一 


| so PED 8r Go Sar dodet C7.19) 


结合 式 (7. 17) 即 得 
ERRORES 


INI Lu 1 Go I| P'Ezfg] * ôt Go) | SGOr" dodet < 
cr | | uro) | do ù ri^! dr e gem (7. 20) 
0 ESI 


(由 于 Sio 及 P[z*o ] o ôt 在 | o |= 1 Eg. e — 


us Gr) W) 24 rx) — 0 Bf, | uG |= oC), A us Go) — 0, 
式 (7. 200 化 为 
B! | Ce i c[ (f... | us Cro) | dor"? dr e eren 一 


£ 《 积 定理 ) 
c| Vo Gr" dt e ea” .RBATPUERO 
9 


GV, (e) E. = 
m 
aß 
CV, Qe) t 0, 当 e > 0g Æ 0) 


ZEV) =Í » | uo Gro) | do. 24 8 = 0 BE, Vo Qe) — 0,28 


e 一 0 时 ,所 以 Cs = 0. 这样 一 来 在 ws 中 P[z = 0. 由 PC(z,9) 的 
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亚 椭圆 性 推出 uw € C" (wy). PIE x — 0 为 可 去 奇 点 .证 毕 . 

这 里 的 证 明 思路 为 ;系数 Cs 用 积分 式 表示 ,估计 积分 值 ,从 而 
估计 出 系数 Cs 的 值 . 

定理 7.6 RPO, 满足 定理 7.5 的 条 件 ,日 m 二 | a | 十 


ae BBE E.H Pd) 有 基本 解 E(x) = E* (x) uc 


三 (Cz)( 如 上 节 所 述 ) ,如 果 当 r(z) 一 0 时 ,x(z) = o(r in i) ， 


且 在 e, NJ 中 PLu] = 0,9] z = 0d& un] A 
VE BH 与 定理 7. 5 的 证 法 相同 可 得 : 当 pB 关 0 时 ,Cs — 0, 于 是 
PLu] = Clx) TE wx "m. 下 面 证 明 Co = 0, 用 反 证 法 . 若 Co 3E 0, 


ju P[—-]- Xa), X PE = 8GO ,因而 


Ple -E]- 0 


由 也 之 亚 椭圆 性 推 知 一 ECz) :二 Wi(z) € C^ Gy. B 
0 


ulz) = CCEGO + Wi(z)) = 
〈 利 用 极 坐 标 变换 or) = 61) 


C (E* (x) + g(r)ln 一 4 W,G)) 


Cofr * E* G) r7" qG)In T+ Wa G2] (7.21) 


xc HL ig Wa = W(z) +W, (r). 
因为 当 r 一 0 时 ， 
ulr) 
relln d. 7 
r 
由 式 (7. 21) 及 假定 (Ce 关 0) WEA, r oR}, 
Wi) > 
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H E € CRNO 及 |c|=1 知 E zd > 0(r— 0). 所 以 


=— qCo) (7. 22) 


接 下 来 要 证 明 gqCo) = 0. 
将 W(x) 在 原点 展开 ,得 


W;(x) 一 x+ Ryna 一 


lal iN a! 
aoW., (0) 

lal <N a! 

GE m, = fa +a = mj, lal N,j —1,-,A)D = 

o'W,(0), 

UU. [^] 
a! 


ro" + Rna 


jen = 


OLJKA aam, 
36r 十 oCr™) (7. 23) 
HAC. 22) 知 
Door 十 oCr™) 
1 


riel ln 一 
r 


pu 
存在 ,0 «LL «Lb. Co (o) = Cio 一 … — Clo) 一 0, 且 极限 为 
OC 是 有 限 的 ) ,这 就 证 明了 glo) — 0. 这 与 定理 7.2 矛盾 ,于 是 
Co 一 0， 就 有 P[z] 一 0 在 ws 中 ,由 亚 椭 圆 性 uc C? Cop) , Jti 
rc—0XmnES8AS. um. 
定理 7.7 设 P(zx,9) 是 R" 上 具有 C” 系数 的 LPDO, 并 且 在 


Z 一 0 的 某 个 邻 域 中 是 亚 椭圆 的 . 设 P(z,5) = Z P(x,0) ,其 中 
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Pj,(x,0) 为 mj; 次 拟 齐 性 LPDO,m; > 0, iG m — max(m;]. tu € 
Cos) TE X NO) 中 Pu = 0, H% r— o0 Bb ou = oG"71* ) , Bit] 
Z 一 0 是 zx 的 可 去 奇 点 (证 明 留 作 练习 ). 

注 7.1 关于 基本 解 及 可 去 奇 性 定理 的 假定 中 ,条 件 “P 在 
x 二 0 的 某 邻 域 中 为 亚 椭圆 的 ” 改 为 *P 具 有 性 质 : 若 u € 9 Co), 
在 w 中 Pu = 0, 则 存在 ws ,使 w € C^ (wz)”, 结 论 仍 成 立 . 


BAE “” 拟 齐 性 偏 微分 算 子 的 
Liouville 型 定理 


ZEB. 1 节 介 绍 LPDO 的 Liouville 型 定理 的 发 展 概 覆 ;8. 2 节 
证 明 拟 齐 性 LPDO 的 Liouville 型 定理 ;8. 3 节 介 绍 常 系数 LPDO 
的 Liouville 性 质 ;8.4 节 研究 拟 齐 性 LPDO 的 多 项 式 解 空间 性 质 . 


8.1 LPDO 的 Liouville 型 定理 的 研究 和 进展 


所 谓 Liouville 型 定理 ,粗略 地 说 ,是 指 古 典 的 Liouville 定理 
在 各 种 偏 微分 方程 ,各 种 区 域 ( 流 形 ) 以 及 各 种 函数 类 中 的 拓 广 . 
其 通过 研究 偏 微分 方程 解 的 整体 性 质 , 揭示 了 自然 界 的 某 种 调和 
一 致 性 . 

众所周知 ,古典 的 Liouville gg SEU? 起 源 于 对 古典 的 Laplace 
算 子 的 研究 ,其 形式 为 ， 

定理 8.1 Xp aX R^ 上 的 有 界 调和 函数 , 则 为 常 函 数 . 

对 于 线性 偏 微分 算 子 

P(x,0:) = Xa, (8.1) 


la] m 


的 Liouville 型 定理 的 研究 ,长 期 以 来 一 直 受 到 数学 工具 发 展 的 限 
制 . 直到 近代 , 随 着 各 种 各 样 的 数学 工具 的 涌现 ,带动 了 这 个 方向 
的 发 展 .下面 介绍 一 些 对 线性 偏 微分 算 子 的 Liouville 型 结果 的 研 
究 和 发 展 中 的 几 次 大 的 跳跃 和 主要 成 果 . 

广义 函数 的 出 现 , 使 偏 微分 方程 理论 的 研究 进入 现代 理论 研 
究 阶段 . 在 广义 函数 空间 中 ,一 个 加 强 的 Liouville zg 38097 表述 
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如 下 : 

定理 8.2 假设 x € ROR 上 的 缓 增 广义 函数 空间 ) 
满足 

Au =0, ÆRE 

则 u 为 多 项 式 . 

1983 年 ,著名 数学 家 Geller 利用 齐 次 群 上 特有 的 群 平移 不 变 
性 和 群 Fourier 分 析 ,得 到 了 如 下 的 Liouville WAR. 

定理 8.3 设 算 子 PP 为 齐 次 群 G 上 左 不 变 齐 次 亚 椭圆 微分 算 
Tou € F'G) ,如 果 

Pu 一 0 

则 u 必 为 多 项 式 . 

以 上 的 研究 均 依 赖 于 齐 次 群 ( 欧 氏 空 间 可 以 看 做 一 个 一 层 的 
齐 次 群 ) 上 特有 的 群 结构 和 相应 的 群 Fourier 分 析 ,无 法 用 于 研究 
不 具 群 结构 的 偏 微 分 算 子 , 故 需 要 新 的 研究 工具 出 现 , 或 者 提出 新 
的 研究 思路 . 直到 1997 年 ,本 著作 第 一 作者 经 过 多 年 的 分 析 和 研 
究 , 提 取出 以 前 不 为 人 们 所 重视 的 伸缩 性 质 ,发 展 了 一 种 新 的 分 析 
技巧 一 一 拟 齐 性 分 析 方 法 , 即 本 著作 所 述 之 分 析 技 巧 ,突破 群 结 
构 的 限制 ,得 到 了 如 下 的 Liouville 型 定理 489 , 

定理 8.4 设 算 子 P 为 R* 上 具有 光滑 系数 的 拟 齐 性 线性 偏 
微分 算 子 ,满足 ;“ 设 g c rR) 且 在 原点 附近 Pg — 0, 则 分 布 8 
在 原点 附近 光滑 .” 若 f € V OO 满足 

P(x,9,)f-0 

M f 必 为 多 项 式 . 

受 以 上 事实 的 启发 ,这 里 引进 Liouville 性 质 定义 . 

定义 8.1 设 PCz,3.) 为 R" 上 的 偏 微分 算 子 , 且 满 足 条 件 ;: 
E u c 7'(R")( 缓 增 广义 函数 空间 ) 

P(x,O.)u=0 (8. 2) 

Wu VALMAR, RAT P,a) 具有 Liouville 性 质 . 
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注意 到 ,以 上 所 描述 的 结果 都 提供 了 算 子 已 具有 Liouville 性 
质 的 充分 条 件 ,而且 都 包含 有 亚 椭圆 性 和 拟 齐 次 性 . 那么 ,这 些 性 
质 是 否 必 要 呢 ? 亚 椭圆 性 、 拟 齐 次 性 和 Liouville 性 之 间 是 否 有 某 
种 本 质 性 的 关系 呢 ? 算 子 P 的 Liouville 性 质 是 否 可 以 用 其 象征 描 
述 呢 ?在 偏 微分 方程 的 普 适 理论 中 ,这 些 问题 看 起 来 都 不 是 那么 容 
易 回答 的 . 在 本 章 , 通 过 研究 常 系数 线性 偏 微分 算 子 ,讨论 了 它们 
之 间 的 关系 ,而 且 得 到 了 一 个 充分 必要 条 件 : 常 系数 线性 偏 微分 算 
F PO) 具有 Liouville 性 质 , 当 且 仅 当 多 项 式 PG 无 非 零 实 根 . 
进一步 , 当 P 是 拟 齐 次 时 ,Liouville 性 质 等 价 于 亚 椭圆 性 ; 当 P 是 
齐 次 时 ,Liouville 性 质 等 价 于 算 子 P ARAW. 

对 许多 常见 的 算 子 ,例如 热 算 子 ,具有 阻尼 项 的 波 算 子 , 黏 性 
流体 力学 中 的 声波 算 子 等 ,它们 的 Liouville 性 质 研究 是 比较 复杂 
的 ,或 者 是 没有 得 到 研究 . 作为 以 上 结论 的 应 用 ,通过 讨论 象征 的 
实 根 ,研究 了 以 上 三 类 算 子 的 Liouville 性 质 , 把 研究 偏 微分 方程 
解 的 整体 性 态 问题 转化 成 一 个 代数 问题 . 另外 ,我 们 注意 到 具有 阻 
尼 项 的 波 算 子 和 黏 性 流体 中 的 声波 算 子 既 不 具有 亚 椭圆 性 ,也 不 
是 拟 齐 次 的 ,也 就 是 说 以 前 得 到 的 那些 充分 条 件 均 无 法 判别 其 是 
否 具 有 Liouville 性 质 .在 国际 上 ,这 些 算 子 的 Liouville 性 质 在 此 
第 一 次 得 到 讨论 . 
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本 节 主 要 证 明定 理 8. 4. 
8.2.31 几 个 引 理 


引 理 8.1 设 /eE 终 (CR") 是 ) 次 拟 齐 次 的 , 且 在 原点 的 某 个 
领域 内 光滑 , 则 
(D 了 是 多 项 式 ; 
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(2) 如 果 AFA= (,:a,—a«9aa € E), M f£ 50. 
证 明 由 条 件 AeE Cl), fea) = rfa), MEE e 
6Czr)) = r** (Q* f£) o 8 (x) = raf (x). 即 得 


Ffr) = rS) e 8a) (8.3) 
4 a. = min(aj),;34 | a |> 1 ReA Mf .a* a — Rea 250, r 
I&j&n a. 
— O E, lj o^ f Cx) = 0, Bi Taylor 展 式 可 知 f 必 为 多 项 式 
fa) = Maa (8. 4) 
la EN 
利用 
fà (x) = > arta" 
. MESS 
及 f 的 拟 齐 次 性 质 可 知 
feòla) = rfa 一 天 > ar’ 
la EN 
于 是 


Da, o rr = r Magn (8. 5) 


Afi a CGr** r) = 二 0, 因此 当 A4 € A. Hla IN Bj, =0, 故 此 
时 f — 0. 证 毕 ， 
引 理 8.2 设 m 次 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 P( 系 数 为 C~) 满 
足 定理 8. 2 的 条 件 , 并 设 f€ 7 ,H Pf = 0, 则 存在 常数 N, 当 | x 
I> NB}, 
afo) =0 (8. 6) 
证 明 BT fec 9 , 则 存在 C>>0,p,9gE 天 ,使 得 对 任意 
LEF (RO, A | (^? Ix Cl 其 中 14 三 


max {super | x'of$ Cx) |). 
lat p. [fica 


对 a € 及, 定义 空间 (OR 上 的 线性 泛 函 
(Fp = [rnm ond adr (8. T) 
1 
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BRE: H |a l> N= =D1lel 时 ,F,€ v", 


P$? € yz(CR") ,注意 到 
lge sill pa = max{ sup | cd ($ o 81) |} = 


FEM ZER” 


max{sup | zr *?(9f$) -ôL |j 


lalSp rER” 
4 y =l), Mj x = 9,0», 
| $* 0: l sa = max(r"* *? sup | yay) D 


PEA ER 
iEXSI—-gq*lalxiara—a*gsip:lal.Biiti 
phi, r1 
exl 
pe, O-crzxl 
Pdl r1 
$e ôl ll pa S | 
Il IPM O-crzl 


则 从 式 (8.7) 有 
IF p | 去 c[ en 1 $ «32 Il dr < 


c pDl- dr || g lipa 
i . 


(8. 8) 


4 |a l> Ne PPa] gs Dlalcaca-ic0, 


从 而 | p Dai on dr 为 常数 ， 于 是 


| EoD ISC [9 0b us 
所 以 当 |a1|>> 六 时 ,FE v. 
下 一 步 证 明 :; 当 |a|>>N 时 ,PF。 = 0. 
实际 上 ， 
(PF,,$) = (F, PP) = 


(8.9) 
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[em Cf CP'S) o 61)dr (8. 10) 


因为 P' 为 m 次 拟 齐 性 的 , 且 Pf 一 0, 所 以 
OO (OP8) e òL) = m" f, P'O 9) 一 
r"(OPf $01) —0 
即 对 任意 gE V CPF, $) 一 0, 所 以 PF, 一 0. 因 此 根据 算 子 P 的 
假设 可 知 ; 当 |a|> NN 时 ,分 布 F 在 原点 附近 光滑 :F。€ C^ Cw). 


最 后 ,选取 $ € C7 ,8 之 0,| $d—144 =g. i M 
lim(9F, s$.) = FF., |al>N (8.11) 


另外 , 当 | al> N 时 ,利用 式 (8.7) 有 
(Fap) = (F,,(— 9Y$) = 


[Ea EC Dg] e $1)dr = 
[et aD : ôi ))dr = 

1 
Pasg e 6+)dr = 

1 


ew po (f. o 62 dr 
1 


d 
IL 
ll 
mM 
x 


(Fap) 一 | fd ddà = 


la^ cf sod 
结合 式 (8. 1D 有 
[o cf bod = gF), lal2N (812 
0 


afo). 因此 ,如 果 存 在 某 个 <cE I. Hlalo N.fiiarfcoso, 


144 拟 齐 性 偏 微 分 算 子 的 分 析 


WRG. 12) 等 号 左边 的 积分 将 发 散 , 此 与 式 (8. 12) 等 号 右边 有 限 
产生 矛盾 . 至 此 完成 了 引 理 8. 2 的 证 明 . 证 毕 . 

引 理 8.3 设 gE 7 在 原点 附近 光滑 , 且 对 所 有 的 a € I, 
ag (0) 二 0, 定义 线性 泛 函 G 如 下 : 


(Gop = ngu aidr PEC (8.13) 


MATE A, € R, %4 Rea < ào Hf ,G, € 9 (R"). 

证 明 ”由 于 &g 在 原点 附近 光滑 , 则 存在 常数 5 > 0, 使 得 g E 
C? Go) EP o = r E R':Ixlz 5). 

X EIS R — 0. $ € CF Go. 容易 看 出 , 任 取 zE wr ,存在 


ro = rb, R) = min[ (RR)” 1]. 34 r«rWB.l8, GO |« R* 


rj <b A g (xr) = g oð) MK r< r atg, € C" og). 
注意 到 g 在 原点 处 的 任意 阶 导数 为 零 , 所 以 对 任意 a € I, 
ag, 0) = lg e 6,7)) |= = r7 (9g) 8,C22) |, = 0 
于 是 由 Taylor 展 式 ,对 任意 整数 N — 04ER x € wr, 有 


g(x) = 20s = 2 rg) ($E (8.14) 


lal =N lai =N 


其 中 EC wr KTF. 
从 而 对 任意 z E es Ea [Ex [I Ra N K 
| g, GO | RY sup( D lagy) |) = Culb, R) (8.15) 
YEb aln 


这 里 记 y = 8 (6 ,因此 
| cgb e òt) | r* | 《gg Ix Cy G,R)r'*?*** sup | $6) | 
z€R" 
(8. 16) 
取 N = max[1, [PAE] 1| cm C) 表示 整数 部 分 , 结 


合式 68. 16) 有 
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fgg ddr < 


Cré, R” Pi+lateedr e sup | $x) |< 


x€R" 


CG,R,2) sup | $ | (8.17) 


ER 

式 中 六 的 取 法 保证 ReA 十 | a | 十 a. N 一 1 之 a, 一 1 之 一 1. 下 面 考 
虚 r >r 的 情形 . 

因为 g € Y (R"), 所 以 存在 C > 0,8838 p > 0,4 > 0, 使 得 

LG $9 Ix CI 9l i 
因此 , 当 r7» ro 时 ,有 
| (g ,8°61) |: CH $582 ll pe = 
C maxísup | z* e ($ o 01220) |} = 


PEA 
PP ER” 


C max{sup | z* r * e (Qf) o 81 Cx)) Dx 


EH IER” 


IBI a 


Cr’ ( gro“ )max{ sup | 058 62) B 


iz. rr» 
Bp 34 rr 时 ， 有 
| (god ôL? I< C'G.R) max{ sup | x*oféCx) Dr (8.18) 


X9 XcR 


所 以 当 Rea 一 一 pp 时 ,有 Rea p—1 «— 1/8 
[ridesge ar 


CO,R,A) maxísup | XO zx) |) 


lal a z€R" 


(8.19) 
结合 式 (8. 17) 和 式 (8. 19) ,对 Red <— p = hoh € C? Go) A 
(sb |= Doubs 
0 
C(b, R,2) max{ sup | zo Go |j (8. 20) 


iBl sa z€R" 


由 RR 0 的 任意 性 , 引 理 证 明 完成 .证 毕 . 


146 拟 齐 性 偏 微分 算 和 子 的 分 析 


8.2.2 定理 8.4 的 证 有 明 


定理 的 证 明 分 三 步 完 成 . 

第 一 步 : 设 AE Y R) 且 PA=0. 由 引 理 8.2 MAF PKR 
设 可 知 上 在 原点 附近 光滑 :Fe C (ws), HEEN E 工 ,使 得 对 a 
€ LB, lal N, Sf = 0. 令 


fsG = Da°f(0) t (8. 21) 
lai N a. 
H4 
gr) = fino — fax) (8. 22) 


注意 到 fy 是 一 个 多 项 式 , 所 以 为 证 了 为 多 项 式 ,只 须 证 明 g 志 0 就 
足够 了 . 

显然 gE FR) ,在 原点 附近 光滑 :g € C l), BIHER a 
€ I5,9g(0 —0. $ € Cr ELZA G 如 下 


(Gb = [reb 603)dr (8. 23) 
0 


由 引 理 8. 3. f£ TE A, € R, %4 Rea 一 io 时 ,GE DR”). 
第 二 步 : 为 了 证 明 g= 0, 想 要 证 明 ; 当 Rea < Ao 时 ,G = 0. 
首先 注意 G, 是 一 A 一 | a | 次 拟 齐 次 的 . 实际 上 , 24 Rea — 
ào 时 ， 
(G, 8,9 = SCG e 1) = 


ZU MEI “全 “人 ?dr 一 
o 3 
pup (gb ôL ”dr = 

0 


een gg 61)dr = 
0 


soia (G, ,p> 
所 以 G, ° ð = sil G. 
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其 次 , 当 Reà «A, Bf , PG, = 0. 实际 上 ， 
(PG, $) = (G, P'$) = 


[e arb andr = 
[e Gr" P'Gs1)dr 一 
0 


[mong e 010) dr 
因为 g — f — fa Pf = 0, 所 以 当 Rea < A, Hf, 
PG, ,$)» =— [eerte oe (8. 24) 


EHG. 3 XX BH Pf 为 多 项 式 . 又 因为 Pf —— Pg, B. Pg 在 原 
点 处 的 任意 阶 导数 为 零 , 所 以 多 项 式 Pfs = 0, 从 而 当 Rei < io 
时 ,PG = 0, 因 此 Gi 在 原点 附近 光滑 :GE C^ (oj). 

综 上 所 述 ,G 满足 引 理 8. 1 的 条 件 , 从 而 对 任意 a € D. B 
Rei <hs4 关 一 | a | 一 aa 时 ,G: = 0. 

对 任意 风 E Cr , 记 


AQ) = e ub ndr (8. 25) 
0 


注意 到 AA = Gp) AEK A = (A € C, Re A) 中，, 除 
BEES, ——lal—a-*a.a € I33 5h CO 处 处 为 零 . 另外 ,由 式 
(8. 16) . 式 (8. 18) 和 不 等 式 | r! —rn 1x28? | lnr|l As | 可 
AI» hs CO E KIR Oo 中 连续 ,从 而 在 整个 区 域 D P AO = 0, BID 24 
Rea < A, B, G, = 0. 

第 三 步 : 任 取 $€ Cod ga GO = gg 012 3X (8. 250 化 为 


ha) 一 [gdr 
0 


从 而 hs(4) 可 被 看 做 e, 在 Mellin 变换 下 的 像 . 
如 前 所 证 , 当 ReA < Ao 时 ,hs(4) = 0. 因此 ,为 了 完成 本 定理 
的 证 明 , 下面 只 须 证 明 ga) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 来 保证 
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Mellin 逆 变 换 的 应 用 ( 见 参考 文献 [54]): 
go) = "M hd r0 (8. 26) 
TJ Rea- icc 


用 工 三 > jajrj0; ARS 
j=1 
ql, (Oc rx] 
MG) — [. | in (8.27) 
ph i1 r> 1 


XI $ € Ce ,容易 得 到 


C eB) =— r (p 23: = Dharjol$ — (8.28) 
jl 


| Lé l pa S 2nlal B $1 usus (8. 29) 
S[A,B] c (0,99) ,r,.s € [A,B], 结 合式 (8. 270 X (8.28. 
3X C8. 29) MRG. 80 有 
| g(r) — gs GO | 一 | G$ 581 — $e 0210 |S 
C[$:8:—$281l|,,-— 


r d u 
CI f. 36 3]dzl 一 
cl 一 | 一 Ge ordrl,, < 
c| | aea .or ldr|< 


c| [Moar ll L$ || ,., < 


c|f [Mcode 


2n | a | | $ |l Bill 
记 M = sup. (MCo) , m 
r€ [A.B 
| g(r) RO ix: 2CMn lal ill pa lrs] (8.30 
Bl g(r) 在 (0,co) 内 局 部 Lipschitz 连续 . 
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因此 式 (8. 26) 成 立 . 又 因为 当 Rea < Ao 时 ,hy(4) = 二 0, 所 以 
ga CO = 0. 特别 地 , 任 取 $E Cr (Gn 9 — g,CD —0, Bl g 0, PR 
此 f= fn. 至 此 完成 了 定理 8.4 的 证 明 . 

注 8.1 可 考虑 其 逆 定 理 ,目前 这 还 是 一 个 开 问 题 . ESER 
析 , 即 使 对 Ya € IL, f GO = 0,f(x) 也 不 一 定 是 多 项 式 . 

引 理 8.4 # LPDO P(z,9),QG 22 在 区 域 w 中 是 亚 椭圆 
的 , 则 PQ 在 w 中 也 是 亚 椭 圆 的 . 

证 明 Vuc 9’(w),S.S. PQLu] = S. S Qu = S. S. u, PẸ LA 
PQ 在 w 中 是 亚 椭圆 的 . 证 毕 . 

推论 8.1 设 P,a) ÆR LAC? RAH m KMFE 
LPDO,m 0H PEx = 0 的 某 邻 域 中 是 亚 椭 贺 的 , 则 若 uc 
P R), PLu] = f,f 为 多 项 式 , 有 为 多 项 式 . 

WA tuc 7 (R"), 且 Pl«] — yj 为 多 项 式 , 则 存在 2 使 
P'P[(u] = Pf] = 0,8] PY [u] = 0. REBER 8. 4A Au HE 

项 式 .证 毕 . 
注 8.2 (1) 设 P 是 R" 上 具 C”™ 系数 的 m 次 拟 齐 性 LPDO, 则 


P! 是 lm 次 拟 齐 性 的 . S= ect N = maxla + a), A 
NES elt 


a*a—im & N —im 二 0, 即 />> 妆 就 有 


P'f=0 (8. 31) 
(2) 可 以 考虑 u 不 是 缓 增 分 布 的 情况 ， 


8.2.3 ”例子 和 评注 


考虑 Egrorv 算 子 
P = & + ixo? 


如 参考 文献 [16] 中 证 明 ,Egorov 算 子 P 为 损失 阶 导数 的 次 
椭圆 算 子 ,所 以 P 为 亚 椭圆 算 子 ( 见 参考 文献 [17],[32]). 进一步 ， 
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Egorov 算 子 P 关 于 伸缩 6, : 0,2, 30 = G^ x. P y) 为 拟 齐 性 的 , 因 
此 该 算 子 满足 定理 8.4 的 条 件 ,从 而 可 用 本 节 所 讨论 的 定理 得 到 
此 类 算 子 的 Liouville 型 定理 . 

注 8.3 Geller 的 定理 可 以 用 于 讨论 许多 亚 椭 回 算 子 ,例如 
Hirmander 平 方 和 算 子 . 但 是 通过 Rothschild-Stein 的 提升 定 
98.9 ,用 Geller 的 方法 来 讨论 Egorov 算 子 看 起 来 还 是 不 可 能 的 . 

注 8.4 it 2 X X HA [48] 中 ,L.P.Rothschild 和 用 
Hellffer- Nourrigat 定理 "得 到 了 Geller 的 定理 的 逆 命 题 ， T 
BE RE X8 89 3 dg T vr ES RA HR RWIE RI ix ELE — 
开 问 题 留 待 其 他 人 研究 . 


8.3 常 系数 LPDO t Liouville 性 质 


8.3.1 Liouville 性 质 的 充 要 条 件 及 其 证 明 


定义 8.2 R' 上 算 子 P 被 称 为 是 亚 椭圆 的 , 是 指 任 取 uc 
3 (R"), 且 满足 Pu = 0,; 则 uw € C (R). 

引 理 8. 5 〈 见 参考 文献 L[12,23]) 常 系数 线性 偏 微分 算 子 P 
= P) = `a." 是 亚 椭圆 的 , 当 且 仅 当 对 任意 c > 0, 存 在 > 


ORGE € R'XR' Big [8l <c ly >48 
P£—3530 (8. 32) 
定理 8.5 R' 上 常 系数 线性 偏 微分 算 子 P(9) 具有 Liouville 
性 质 , 当 且 仅 当 对 任意 &€ RO) 时 ,有 
PGE) x0 (8. 33) 
证 明 ”必要 性 : 设 算 子 PO) 具有 Liouville 性 质 . 反 证 法 : 假 
HFE E E R"\{0}, 使 PCi&) 二 0. 令 ww(z) 二 ex, 其 中 名 .z= 


5e ， ZXi. 容易 证 明 wo Cx) € 9 B. POGDu G) = P(g )wo 
i=] 
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(zx) 二 0. 33 Pus GO) 不 是 多 项 式 , 与 算 子 已 具有 Liouville 性 质 矛 
盾 , 所 以 式 (8. 33) 成 立 . 
充分 性 : 取 xeE S 满足 Pu = 0. i0 å X u 在 Fourier 变 换 下 的 
像 , 由 分 布 理论 可 知 立 E y. 
PCie)a(e) 一 0 (8. 34) 
结合 条 件 式 (8. 33) 可 知 supp{a) = (0). 具 点 支 集 分 布 的 结构 性 
定理 表明 :存在 常数 C,，| a | 委 &, 使 得 


ate = D>) C98) 
ial Sk 


EF eC) 为 Dirac 测度 . 对 上 式 等 号 两 边 同时 进行 Fourier 3%% 
换 , 可 得 x 为 多 项 式 , 即 算 子 P 具有 Liouville 性 质 . 证 毕 . 
推论 8.2 如 果 定 理 8.5 中 的 算 子 PO) 是 齐 次 的 , 即 a, = 
a; 一 … 一 av 一 1 的 情形 , 则 算 子 P(a) 具有 Liouville 性 质 的 充 要 
条 件 为 算 子 P 是 椭圆 型 算 子 . 
证 明 ”容易 验证 算 子 已 具有 如 下 形式 
P@ = Mag 


lal=m 


所 以 
PO —i $e 


lal — m 


结合 定理 8. 5 的 条 件 以 及 椭圆 算 子 的 定义 ,就 完成 本 推论 的 证 明 . 
推论 8.5 ”如果 定理 8.5 中 的 算 子 P(3) 是 拟 齐 性 的 , 则 算 子 
PO) 具有 Liouville 性 质 的 充 要 条 件 是 算 子 P 是 R" 上 的 亚 椭 圆 型 
RT. 
WEB] ”必要 性 : 设 算 子 PO) 具有 Liouville 性 质 . ER £ € 
R'N(0), 4 rCO 为 相应 于 伸缩 族 的 范 数 函数 ( 见 定理 6.2), 则 


=l H= 
ras D= gr c 


从 而 
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ESOR ESE. (8. 35) 
4 
d 一 inf | PGE) | 
inp 1 
由 定理 8.5 可 知 d — 0. RAT PO) JJ m XX ELE TER , 00] PG 为 
m KAKER, PGE m—a * a GTI E GS. S o, = 


sup |&'PGO | M b, — oo. S E € R'V(0),5 € RiB r = 


EER”, | el =1 
r6% lgl 之 c 时 ， 
| PGE— q |= 
| Pap 4 Zara £|- 


jal >0 


"P Gaa (H P reap Gaa (T. | 
lal>0 M 
因此 
| PCie 一 D |>7(d— Dr 20 (8. 36) 


lal>0 


由 定理 6.2 可知; 当 [el] — co 时 ,r(6) — oo. 因此 当 | oe 
时 , 式 (8. 36) 等 号 右边 圆 括号 中 的 项 收敛 于 d. 0, 从 而 存在 常数 
A>0,% ial cc lel > A 时 , | PGe— p |> 0, 故 由 引 
理 8.5 得 出 , 算 子 P(a) 是 亚 椭圆 的 . 

充分 性 ; 设 算 子 PC 是 亚 椭圆 的 . 在 引 理 8. 5 的 条 件 中 , 令 
1 一 0, 存 在 常数 4 > 0,34 El > AR, PGD s 0. ERE € 
Re\{0} ,结合 伸缩 族 6. 的 定义 , 当 r-> ce 时 6.(8) || 一 co. 因而 
存在 rm 090.35 009 n Hj. 

(5.7805 >A 


因此 PGE) = AP GA GP) 天 0. 由 总 的 任意 性 及 定理 8. 5, 算 子 
P(a) 具有 Liouville Æ. WE. 
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8.3.2 例子 和 定理 8. 5 的 应 用 
$8.1 热 算 子 
PQ) = Əm 一 5a 
由 于 B 


PGE) = i£ 十 2,6 , E 一 (& sU eu? c RU 


则 PGS = 0 4 BAK E= 0. 由 定理 8.5, 算 子 P(a) RA Liouville 
性 质 . 进一步 注意 到 算 子 PO 关于 伸缩 族 8.(Cz) = Criss 
Cami) 是 2 次 拟 齐 次 的 ,由 推论 8. 3 知 算 子 PC 是 亚 椭 圆 的 . 
908.2 WAT 
P(g)-—8i—0ica81-FbQ;, 在 RR 上 
其 中 ab 为 实数 . 因为 
PGE = 一 外 十 级 十 iCa&i +e) 
所 以 PGS = 0 4 HARK | & d=] & |H a£ +b 二 0, 因此 算 
f P(3) RẸ Liouville tE KERAK lallo]. 4 lal e| 6| it, 
算 子 P(3) 为 具有 阻尼 项 的 波 算 子 , 既 不 具有 拟 齐 性 ,也 不 具有 亚 
椭圆 性 . 但 是 , 波 算 子 3? 一 3; 却 具 有 Liouville 性 质 . 
例 8.3 黏 性 流体 力学 中 的 声波 算 子 
P(9) = 8i — a —2018i 
注意 到 
PGS ——&--&-r2i&8., (&.6)€R 
所 以 PGO — 024 OUS & = & = 0, MUR T. PO 具有 Liouville 
性 质 . 但 是 此 算 子 既 不 具有 拟 齐 性 ,也 不 具有 亚 椭 圆 性 . 


8.3.3 猜想 
从 另外 一 个 角度 ,在 普通 的 加 法 和 数 乘 运算 下 ,可 以 认为 R" 
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是 一 个 Abel 群 (交换 群 ), 则 在 群 (R” ,十 ) 中 , 常 系数 线性 偏 微分 算 
子 关 于 群 平移 运算 是 不 变 的 . 象征 多 项 式 POD 可 以 被 看 做 是 算 
FPO 的 不 可 约 西 表示 nP). 而 定理 8.5 的 条 件 式 (8. 332 ,意味 
着 x(P) 是 从 空间 9( 即 空间 C^ Cot 到 其 自身 的 内 射 . 

自然 地 ,可 以 提出 如 下 的 猜想 : 

狂想 : 设 算 子 P 为 Heisenberg 群 或 齐 次 群 G 上 的 左 不 变 线性 
偏 微分 算 子 (不 必 拟 齐 性 ) MWET PRA Liouville 性 质 当 且 仅 当 ， 
对 GG 的 每 一 个 非 平凡 不 可 约 西 表示 x 0 P) 为 空间 C^ GO. 到 其 自 
身 的 内 射 . 

进一步 , 当 算 子 己 为 齐 次 群 上 的 拟 齐 性 算 子 时 ,以 上 关于 表示 
的 条 件 即 为 著名 的 Rockland 条 件 , 其 等 价 于 算 子 P 的 亚 椭圆 
TEU? P 55 Fe LEE DUE X59 T EET. P H Liouville 性 质 ( 见 参 考 文 
Bk [25.48 D ,所 以 ,以 上 猜想 对 拟 齐 次 算 子 是 成 立 的 .但 是 ,对 于 齐 
次 群 上 没有 拟 齐 性 性 质 的 算 子 ,还 没有 见 到 相关 的 证 明 , 即 使 对 最 
简单 的 齐 次 群 Heisenberg 群 也 没有 见 到 任何 讨论 . 


8.4 关于 多 项 式 性 质 的 若干 结果 


8.4.1 关于 9( 多 项 式 空间 ) 的 刻画 


定义 8.3 45-ipge A| xeGodr 0, Vae I). 


中 9 为 急 降 函 数 空间 ,定义 
4 -—($€5:$—poc 4) (8. 37) 
命题 8.1 Uc 久 则 $$ € % 的 充 要 条 件 为 ; 
Drg(0) 一 0， Vae È 
EH Bee WEEE 另 , 使 g 一 9 因而 
F$) |.-, = 8:9 (GO laz = 


(«|.. ete (D d£) ， 一 


工 一 
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[CC DepEd = 0 
BIG € F$ 0) = 0, Va € 五 , 则 
0 = arg(0) = FPC) La = 


[e]. escoae | QU ci» eode 


得 | etade = 040 € R AT S= € *. 证 毕 . 
定义 8.4 PKR 上 所 有 和 多项式 构成 的 域 C 上 的 线性 空间 . 
命题 8.2 wc F, M uE 9 的 充 要 条 件 为 
(up —0, VES (8. 38) 
证 明 ”必要 性 : 设 xE y Huc 92, u= Sla. ATX 
VSE 48 
Cu, $) = (> a.r", $) = AROLE = 0 


充分 性 : 设 式 (8. 380 RE MCap) = 0, B] 
(Ug) =0, pES 
特别 取 pE CYCR"\{0) C R, Gn = 0, 从 而 suppa C {0}, 因 
此 
ute) = XCar) 


lal m 


上 式 等 号 两 边 同 时 进行 Fourier MEM, A 


证 毕 . 
充分 性 是 个 有 意义 的 结果 . 
定义 8.5 FR PCz,3) 具有 多 项 式 性 质 , 若 
u€ F, Pu € PruE P (8. 39) 
定理 8.6 ik Pa, 是 系数 属于 9 的 LPDO, 则 Pira) R 


156 拟 齐 性 偏 微 分 算 子 的 分 析 


多 项 式 性 质 的 充 要 条 件 为 : VY $ EE %, 3 g € 4. B PLo;] pE 
4 的 拓扑 意义 下 ). 
证 明 — tuc 9, 由 命题 8.2 

“Pu € 9uc PO 
“Pu,$) = 0—(u,$ =0, Vé$éc 4$" 
“lu, P'$) = 0—(u,$) —0, V$c 4"e 
“PCR ER PRE” 

Bl V$ € 4,3 g € RAE P'[o; ] 5 9. WEHE. 


HE ESEE j Ep, 一 >g,P' 在 9 中 可 解 ?车 P'[y] 一 $$， 
接 下 来 将 会 有 什么 样 的 结果 出 来 ? 

定理 8.6 提示 从 另外 一 个 角度 理解 Liouville 定理 ,需要 考虑 
S 的 拓扑 结构 ,这 如 何 定义 ?% 是 否 完备 ? 


8.4.2 一 个 多 项 式 不 等 式 


设 fi GO v fi GO 为 k 次 拟 齐 次 多 项 式 , 定 义 
Cfi fia = f(D fi Gn) = fAiCO) fa (zx) 
定理 8.7 pa) € P, q) € P XE P, P ^r B m 和 
次 拟 齐 次 多 项 式 全 体 , 则 
IPED bus pC), Hocr) hs (8. 40) 
这 里 |P [3 = GGO BG, = p(3)p(z), 其 余 范 数 类 似 定 
X. 
WERA ll pg |l Pac (PAo PA) mir = 
PDDE] = 
"m 5 g (o PC (x) |= 


lal <k 


y) LED EAD to (8) (95 a] 


lal <k pla! 
Ilm 


(8.41) 
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因为 p'? (3) 为 m 一 a，B 次 拟 齐 性 算 子 ,O'g (x) J& & — a va 次 拟 齐 
次 多 项 式 , 所 以 pP (Dq) H k —a*a— Gn —a * (D 次 ,从 而 当 
m-—a*B2k—a-*ali;p^(DOqG) — 0; 同 理 可 证 : 当 m 一 a。 
B< kar atts (Op (rz) = 0,4 m—a-*B-—k-—a*alif, 
p? DDD) = (p? Cr) qE) ) mag 
q'? (OP x) = GP L) PPL) mag 


从 而 
2 -一 | pP C), gP (x0 | 
i pa |i mik oM. Bla! 之 
a*g— aoc 大 bla! E 
M Bhp lalla l? = 
a*B— m.a*a—k 
Delle l Della l= 
atf m a*a—k 
lelzlaelli 
证 毕 


应 用 WpcoO AE BBAT La] —pGUq) Vae 9. 
L,: 9, -- 8, 

作为 零 阶 的 偏 微分 算 子 是 线性 的 ,是 自 伴 的 (特征 值 实 ), 正定 的 

(特征 值 正 ) ,特征 值 有 下 界 . 事实 上 ,利用 定理 8.7, 有 

(L, [a]: p = POL] oa = 


(pq ,pq iim 一 
ll pa lio. = | pa |l in 之 
| pl»iaglls 
AF pgs 3545. Logo] — ago» lao l| — 1, RU 
a> lelas 


这 说 明 L, 的 特征 值 的 所 有 下 界 是 Ipla. 


第 九 章 “” 半 线性 拟 齐 性 偏 微分 
方程 的 Liouville 型 定理 


本 章 9.1 节 证 明 与 拟 齐 性 LPDO 相 联 系 的 半 线 性 方程 的 
Liouville 型 定理 ;9. 2 节 证 明 与 平方 和 算 子 相 联系 的 半 线 性 方程 
的 Liouville 型 定理 ;9. 3 节 考 虑 广义 锥 域 上 的 类 似 结果 . 


9.1. 半 线 性 拟 齐 性 方程 


取 区 域 2 C R" ,本 节 研 究 半 线性 方程 
Pu +- f(x,u) <0, 在 2 中 (9. 1) 
其 中 , 非 线 人 性 函数 f(x ,wu), 当 w 趋 于 无 穷 大 时 ,按照 超 线性 多 项 式 
增长 方式 增长 , 称 函 数 x 为 方程 式 (9. 1) 的 一 个 弱 解 ,是 指 对 每 一 
个 peE Cr(QD.BH o2 0,8 
| uP'gdz 十 | flepdr «o 


其 中 ,已 : 表示 算 子 已 的 转 置 . 

本 节 的 主要 结论 为 : 

定理 9.1 设 算 于 PP 为 R" 上 具有 光滑 系数 的 m(m 2 00 次 拟 
齐 性 线性 偏 微分 算 子 ,如果 K > 0, 且 下 列 三 个 条 件 之 一 成 立 


(Dy»-m, mcQ, 1«p« 2t, 
Q —m 


(2m»Q, p»1, p> iY 


7 Q—m! 
(3) m= Q, QZ- pl 
则 方程 
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Pu} Kr(xYu? L0, 在 Re 中 (9. 2) 
的 唯一 非 负 解 u € LRO NOR) 必 恒 等 于 零 . 
注意 到 在 定理 9. 1 中 ,对 算 子 没有 亚 椭 圆 性 质 要 求 . 
取 截 断 函 数 OSES DRE 


1, [XTS l 
Cr) -| 2 
0, r>i 
取 待 定 正 数 p 和 整数 上 E N, 令 
y = (GG) 
MQi-cp-p 时 ,直接 计算 得 
[yD |^ xz C4 S 1=1,2,.,k (9.3) 
其 中 ,C, 为 某 个 正常 数 ( 见 参考 文献 [29,34]). FKE, 
|q CO |? 9| Gp?tCO | Cr |? | 
Gpo* | er) |" Leo |") CO |? 
Ca^ C) 
其 余 类 似 估 计 . 
ides = {yi ro 过 R) 为 球 域 , S p(y) = ro) € 
Cy CoD ,常数 p^ 足够 大 . 注意 到 ro) € CRNO), AN ro) 


及 其 各 阶 导数 在 广 — rO) <1 内 均 有 界 ,故而 


18,90 |= 128,90» |=1 $38,760 | 
Cis li-—L2.5n 
|a po) |= | Janr O9, r0 T 8,70 ES 


CCG g IH g Disi; = 1,2,° ,nn (9.4) 


1i 

Lpo I CS 1g? l. gen 
i=] 

引 理 9.1 积分 
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Y —4 t q 
NEMNZO pC) | P'g |*dy (9.5) 
有 限 , 其 中 工 十 二 = 1. 
b q 


证 明 ”由 具有 光滑 系数 的 拟 齐 性 线性 偏 微 分 算 子 的 性 质 有 
P: = »» aa py" 


a«B-a«a— m. BISEN 


其 中 ,NN 为 算 子 P' 的 阶 数 . xl 二 rly) 二 1 时 ,由 式 (9.4), 有 


Fil 
EP'els M das »l(C53 1 D< 
i=1 


a*f—a*a—m 
Ig N 
N 
Co ll M og» 
=] a*fica-a— m 
IBI N 


其 中 | yi =| y [ae | yi A 


| rp) | Pg lrdy < 
Pun» 


N 
| (rly) p(y))? C» Lg? | » ly ll'dy « 
«nl i=l a*B-a*a—m 
JSN 
N q 
c» GGG? | ag? |* 2) Iyl dy = 
i-l T«r xl a*f—a*a— m 
JASN 
N 2 | 6 K a 
cM, arot | 于 rla 
imis 7«r»xl a*f-a«a-- m 
IBEN 
cj. rw D Iyl "dy «x9 (9. 6) 
T«r »«cl a*B-a*a—m 
Ig. N 
这 里 用 到 式 (9. 3). 证 毕 . 


定理 9. 1 的 证 明 : 对 菜 个 尺 之 0, 令 da GO) = p ° 03 GO ,显然 
P'Br = P'(p 01) = R"CP'g) o 04. BERA 


ig :一 | r (x)'u?$ógdx (9. 7) 
R” 
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结合 Holder 不 等 式 和 引 理 9. 1 可 知 


Ir < kle C7 Pw Brdr =— kl. UP Prde — 
xr 


-xl. u (r(x) BEF rr) Br) F P'Dsdz < 
Rer RR 


1 
(f, u*r (x) Brdr)’ 。 
*IGOR 


i (这 里 用 到 二 十 二 = 1) 
QUO? | P'ós |*dz) 
< 


xr 


R 

7 1 

(f. aur CO" Ordr) t. 
? rir 


Aic Ne 


l 


Y 一 他 t q J mt — 
(f, 00907 | Pp I4) R7 
C([, | uV Brde) RES (9. 8) 
<r RR 
当 y> 一 mm 二 Q,1 二 p 二 人 YY 时 ,有 
Q—m 
7 Q 
— L — 十 一 
p gq 
从 式 (9. 8) 可 得 


| (x) dr = lim Í rx) urBadr = lim Ig = 0 
R” 及 一 十 coJ R” R- 十 co 


-Q-n-4Qp «o0 (9. 9) 


BA ER Ym—mm-—Qil-cp- E , 则 由 式 (9.8) 可 得 


ms<c(|， qur Gba) )* 
arn 


显然 不 等 式 右 边 积分 收敛 于 零 ,从 而 r 也 收敛 于 零 , 即 在 条 件 (1) 
下 结论 成 立 . 
同 理 可 在 条 件 (2) RO 下 用 式 (9.9) 证 明 结 论 成 立 . 证 毕 . 
作为 定理 9. 1 的 应 用 ,考虑 热 算 子 
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ml 
P(Q-28,—»8, n-12- 
j=l 


Joop 267,j 一 12 一 1,a, = 32-. 则 算 子 PO 关于 伸缩 


族 SCz) = (it Erit x) 是 二 次 拟 齐 性 的 . 设 非 负 函数 u 
€ L” (RO 门 GO 为 方程 
P(9)u-d- Kr(x)'u?* L0, ER 中 
的 解 ,如 果 下 列 条 件 
十 7 


(其 中 Q = ”十 1) 之 一 成 立 , 则 v = 0. 
9.2 平方 和 算 子 的 半 线 性 方程 
4 X,G 1,7, 为 R 上 具有 光滑 系数 的 一 次 拟 齐 次 向 量 
场 , 且 由 这 些 向 量 场 通过 Lie 括号 生成 的 Lie 代数 在 原点 处 为 满 秩 
的 . 令 工 一 DXi. RR LK 2 次 拟 齐 性 算 子 . 


定理 9.2 BDE 
Lu--f(x,u)s:0, ER 中 (9. 10) 
存在 一 个 非 负 解 x E EL” (RO 们 GRO ,其 中 非 负 函数 f 满足 
fixu) > h(x) ur (9. 11) 
KA h 0, HH ra) 足够 大 时 ， 
hCx) > Krz)”, K>0, 7 二 一 2 (9.12) 
如 果 1 < 过 二,Q>2, 则 uw 二 0 
证 明 w 


Ig t= ,u'hdgdx (9.13) 
R 
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其 中 Br 的 选取 如 定理 9.1 的 证 明 中 选取 . 由 式 (9. 10)、 式 (9. 11) 
和 Holder 不 等 式 导 出 
Ig «|. — Lud gdx = 一 | uL'óidx 一 


RLaR 


E fa n ND ChBr) 5 L'Ogdz < 
7 X. 


(f, u*hbg dz)" . 
用 <r ZR 
(f; (bg) | L'O, ledr)" (9,14) 
«rG)«R 
+5 = 1. 因为 假设 式 (9. 125 ,所 以 当 尺 足够 大 时 ， 
V < (|， (hbr) # | L'ó, Jedz)" < 
rn) R 


其 中 ,二 


| 一 


Ks(| Gr G)'9:)* | L'6. e) - 
XrGDO «cR 


(9. 15) 

引 理 9. 1 表明 式 (9. 150. 等 号 右边 之 积分 可 积 , 所 以 由 式 (9. 15) 
导出 

(r) < CR 7$ (9. 16) 


A 


Q 1 
2+ = 一 之 一 2 十 (1 一 " 二 Q 一 2 一 一 ( )«0 
-7 r ( Q—Q b QT» « 
SRo oo 出 


| ufhdx = limf urh®Brdrt = limle = 0 
R” Ry R” Ro 


当 p= SH ARO. 16) 可 知 Ik 有 界 , 且 不 等 式 (9. 14) 


164 拟 齐 性 偏 微 分 算 子 的 分 析 


表明 
Ij « cf, uh dz)? 
3XrGO XR 


显然 上 式 不 等 号 右边 积分 收敛 于 零 , 故 而 Is 也 收敛 于 零 . 
由 函数 有 的 条 件 知 ,存在 常数 R 汪 > 0， 

=0, (>R 

Lu <S0,u 20, rz) RR 
因为 由 向 量 场 {X ,7 == 1,…,k} 生成 的 Lie 代数 在 原点 处 的 维 数 
为 n, 所 以 存在 常数 e 汪 0, 使 得 在 领域 w 中 每 一 点 处 的 Lie 代数 均 
满 秩 , 则 Bony( 见 参考 文献 [8]) 的 极 大 值 原 理 表明 :如果 函 数 v 满 
Æ 


(9. 17) 


vzo, 在 中 (9.18) 
v—0, 在 à». 上 
W v= 0. $ Vl) = u o 88 (r), 3X C9. 17) 表明 V C) 满足 方程 式 
(9. 18) ,所 以 


| > 在 w 中 


V(x)z0, 在 r(z) <e (9. 19) 
即 

u(x)z0, 在 r(x) 二 R 中 (9. 20) 
综合 式 (9. 17) 中 第 一 式 与 式 (9. 20), 知 w(x) = 0. WEH. 


9.3 广义 锥 域 上 的 Liouville 型 定理 


设 QCR" 为 一 个 区 域 , 称 OO SC HEX JE TE DIR x € n, 
a) EN, Yr>o 
TES FECI] 委 i 委 2” 区域 (z : zx; 0) 均 为 广义 锥 域 . 
令 函 数 空间 HN, h, P) 为 CY (0) 在 范 数 


Iulio =| |u|? |h|de+f | Pu d dz 
Q n 
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下 的 闭 包 ,其 中 忆 为 具有 光滑 系数 的 LPDO, > 1 为 常数 ,h 为 某 
个 待定 的 权 函 数 . 

设 2 为 广义 锥 域 . 任 取 一 个 具有 光滑 系数 的 拟 齐 性 线性 偏 微 
分 算 子 了, 有 

3389.3 uE HN, rY, PACD 为 式 (9.2) 的 一 个 
非 负 弱 解 ,如 果 定 理 9. 1 中 的 条 件 (1) ~ (3) 之 一 成 立 , 则 xz — 0. 

uU hR, ERRA o) C Cy COD EHNA, ra), 
P) PEKT u, PFA 


Ik = | u*r(x)'dDgdx <— cf Pudgdx = C 
a n 
沿 定理 9.1 的 证 明 思路 ,容易 得 到 
-| Pv,Brdr < 
n 


lim (- | Poeadz ) 


noo 


1 
P yom 
(| vir (x) Brdy ) Rr "te -> 
IFERN 


(f R wr (zr) Brdy) RF, n 一 十 co 
iE«co«mna 

重复 定理 9. 1 的 推导 过 程 , 就 完成 本 定理 的 证 明 . 

9.1 欧 氏 空间 R 上 的 Liouville 型 定理 得 到 了 广泛 的 研 
究 ,如 Berestycki-Capuzzo Dolcetta-Nirenberg'^"! , Hamidi-Laptev[29] ， 
Laptev” 等 人 的 研究 . 最 近 , 对 线性 及 非 线 性 亚 椭 圆 方程 的 
Liouville 型 定理 的 研究 也 有 了 许多 新 的 结果 ， 如 Luo", 
Birindelli-Capuzzo Dolcetta-Cutrits , Bonfiglioli-Lanconelli"! 等 


人 的 研究 结果 . 
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本 章 10. 1 节 介 绍 解析 和 全 纯 函 数 的 几 个 已 知 结果 ;10. 2 节 论 
述 并 证 明 拟 齐 性 LPDO 的 解析 亚 椭 圆 性 . 


10.1 预备 知识 


定义 10.1 Ub x, € R' RR f(x) 称 为 在 zo 解析 ,车 存在 
r>0,% |r—ro <r, 8 
) = D ER o y 20. D 
通常 称 为 实 解析 . EU C- R" AFR, Ep 了 在 已 的 每 一 点 解析 , 则 称 
SEURI. 
XEX 10.2. RL = Gi. EC', 称 函数 f(z) 二 f(xzi， 
ozn) Æ L ERAR EFE r> 0, % |z [<r A 


a 0 
fœ = 3 9M aey (10. 2) 


0m DM. —4 bi; 9 1/29 . ð 
规定 :6: 一 9297.2; zj + iy a z (a. iss) eu 


FEU 中 每 一 点 全 纯 , 则 称 f TE U 中 全 纯 . 
引 理 10.1. f(z) 在 开 集 U 中 全 纯 的 必要 充分 条 件 是 A E 
cU) H 


af 1,əf əf H 
3z, 2 Bx, tiz 250 j= 1,2,:,n (10. 3) 


3E (10. 3) 称 为 Cauchy- — 条 件 . 
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注 10.1 BA Senei A =i f >i 9f . 9f, 
Ex Or; ƏY; 


y lf 9f... ar 
所 以 3 2 Bx, isy 一 Ox; 


SIE 10. 2(Cuchy 不 等 式 ) 设 f(z) 在 开 集 UC R" 中 全 纯 ， 
且 | f(z) | M, 则 对 任意 紧 集 KCU, 当 x €E KK 时 ,有 
| of (x) | Mat ^ (10. 4) 
其 中 8 是 K 到 aU 的 距离 . 
特别 地 ,若是 开 球 ,KK 是 口 :| z — |< RBR z^, BU] 
| f CO |; Ma tR!” 
5|38 10. 3( ESRB RE — EXE TE) 设 U 是 R"( 或 C") 中 的 连通 
开 集 ,f 在 UU 中 解析 (或 全 纯 ) ,车 存在 x GX 20 EU 满足 
Lf) = 0( 或 f(z)=0), Vaer 
则 f 在 U 中 恒 为 0. 特别 地 ,如 果 U 中 解析 (或 全 纯 ) 函数 了 在 口 的 
非 空 开 子 集 U' 中 恒 为 零 , 则 f 在 U 中 便 为 零 . 


对 C= 函数 则 无 此 性 质 , 如 f(x) = e. 


10.2 WAE LPDO 的 整 解析 性 


定义 10.3 设 己 为 具有 解析 系数 的 LPDO, 称 了 在 z" 的 某 邻 
域 中 是 解析 亚 椭 加 的 , 若 

u € 9 ,Pu T£ o (x?) 中 解析 >u TE o G0 中 解析 
Bp 

Pu 在 x" 解析 >u Er 中 解析 

Wtuc 9 (RO ,对 任意 紧 集 天 ,存在 整数 让 一 有 ( 开 ) 及 COO 
0f 

| cusp) 1x CK) SUP apl, Yge COCK) (10.5) 


lal <k, 


WE ke5 K ER, MFR u 为 有 限 阶 广义 函数 
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定理 10.1 设 Pa, ÆR LRA C 系数 的 拟 齐 性 
LPDO,H PCz,5) 在 zx=0 是 解析 亚 椭圆 的 . 若 AE YR ER 
限 阶 的 ,满足 Pf 三 0( 在 R" 上 ), 则 存在 一 个 C" 上 的 整 函数 ( 即 在 
整个 空间 上 解析 或 其 展 式 的 收敛 半径 为 无 空 大 )FCz), 满足 
P[F(x)] = 0, 并 且 F(x) = f(z) f£ x = 0 的 某 邻 域 中 恒 成 立 . 

证 明 ”因为 Pl(z,9) 在 z= 二 0 的 某 邻 域 w = {z :| al< hb 
中 是 解析 亚 椭 圆 的 ,Pf = 0 在 R” 上 ,所 以 ,f 在 ws 中 解析 : 


fo = X 849), 


4 FG) = 33 9 0) v ui | uc P np GEARS GB BUBUICAC F 


面 构造 Ar) ,使 Ff(0) 趋 于 零 的 速度 快 到 是 以 使 F(z) TE C" 中 收 
8. 

为 了 估计 3" 太 (0) ,需要 构造 g. 因为 了 是 有 限 阶 的 广义 函数 ， 
所 以 对 任意 t 0,0, = (r: rlr) <rt) FEC) D 0 与 无 
关 ) ,使 得 V$ c Cr (COO, 

|f, 1x: CCO nm. | S$ Cz) | (10. 6) 


不 失 一 般 性 ,可 认为 COO 是 r 的 单 增 连 续 函 数 . 否则 , 令 Ci — 
max(CCeO ) H 


Ix 


(onm O-cczn 
C* GG) 一 a — C, 

T DM tj <r [4281 
Tj tj 


z/ 4 coll CCO < C' CO, H C" CO 递增 . 
定义 g 为 :V9$8E Cv (QD. 


ab = [Gs ene EGO (10. 7) 


其 中 ,E(z) = ehon, BA EN 关于 递减 . 
首先 证 明 g E 9 (Q0. K $ € Cr (Q0 W $ * à1 CO € 
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C$ (2) ,所 以 利用 式 (10.6) 有 
ETR i« [^c sup | $s 81) | e" Eco de 
1 ig T 
因为 sup [Fe SaD |— c**. sup |$ 1, 所 以 


IBik.xe€n 


| cgp) |= sup | 6% | | ce ldr < 
lj 1 


PIKE TEN 


| E | [ eneco 十 1yerc|icodudr — 
1 


sup 
iB| b r€ 


sup | æ$ |。( 一 p [ eerde hc — 
1 


IBI b ER 


sup |o? | (一 reee ji Cds 1 十 


Igi kx € A 


F (—| a |—a-* pe nme lic dr)< 
1 


sup | ap | e heod 一 十 co 
所 以 g € 9 (0). 
下 面 证 明 在 0, 中 P[g] = 0. 事实 上 , Ve € Cz (QD ,注意 到 
Pf = 0, 有 
(PLg],g = (g,P'[#1) = 


P PIS «one Ede = 


[ PE oper Ecode = 


| XPL£] e aD EC dr =0 


由 卫 的 解析 亚 椭圆 性 ,g 在 w 中 解析 
现在 证 明 : 


Brg(0) = FOS Edr (10. 8) 


取 yp E C (00.9z o, f pir = 1. $ g =€" pe ôl, 
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则 VA EC Cw), 
lim(A g.» = h(0)， lim (O°h ,pe > = Fh O) 
e e—0 


所 以 ,从 式 (10.7) 有 
arg(0) = lim(2'g sp) = lim(g, (= 1)" 3p.) = 


lim| (f (C *g0 * 3e Edr = 
lim| (f. C7 8) (a. 8107  ECOde = 
lim| (^f ge EGOde = 

iml f, (S a rE dr 


[of sp Edr] = 
lim CK, + L5) 
£O 


首先 考虑 也 = [^ cf ge ECOde 此 时 ,因为 + 去 


er «e ->0(e — 0), 从 而 
oo 
L 一 | Ff OE dr(e — 0) 
1 


xn- IN (BF ,pe e *E CO de, HERE] 
4 
(f.p. 一 Cf, C7 90!) 一 
qol 一 
(f (一 3) Lye? «1p = 
GS ECL Dp] e 322 G8) 7 l9 
HH elfe LJ 


Ke 
| fg) [LI ES Dp] e 8) | em < 


1 
二 ,所 以 
"i 


(10. 10) 
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Clre) sup | Fp » 01, | c" «c 
IE E32 E 
eo Baca 
这 里 用 到 式 (10.6). 从 而 


十 co 
[Lgs sup | a'g | | Teeterpgtlal oC Co) e je qu 
Iyl <k ial i 
EM E 


| d'p | D^ teeta'p 


E T 充分 大 时 ,r te BEI al e 递减 ,所 以 


十 co 
| "n | < | sup | Drp | ehem . | CGOoelicosg, < 
7 € 


[lal H 
EDM, A 


la ap le deeem, T [— dCe- f $09) > Ole — 0) 


D 
Pri 


(10. 11) 
至 此 ,从 式 (10.10) 及 式 (10. 11) 有 式 (10. 8) 成 立 . 


下 面 估计 | Edr. 令 IQ) = | eEcode, Ma 
和 之 2 时 ， 
À A 
IQ) > ['eEcodez Eco[ dr = 


EQ) T > Ew z AT 
ut 1 27D 
AC a |i Cds ， 一 
IOE | JGo2 (10.12) 
3R ATE JCA) Z9 JCA Bü] 
ƏJ (pà) =o 
a A-A* 
从 而 jy 十 1 =a AACE), A A (1) ,所 以 
(A* 9) tat * 
> ,A*) 二 a -* cat» 一 A yel 
ID 2 IA) = s ED? — EQ PESNICA 


(10. 13) 
ER a-as$ à =à Ca * o2 W 
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I(a.a) > "Ze ye 5 ($ x a) )" > 
a, *lall 
rn) > 
cy (10. 14) 
e 


故 由 式 (10.8) ,并 对 g 用 引 理 10.22 得 
a, lal a, lal 
efe» sc (二 lago I e" (4) a! 
Bil 


LFO) |< «cry T (10.15) 


a! 
Ff O) e 


a! 


SLE 
>. (GC) | = Max 
> Ne i Ne - (x 


ol 一 0 


所 以 F(z) = M TOR 在 | z [< R PRR FG 和 f(x) 在 


z =0 的 某 邻 域 中 重合 . 
因为 P,a) = 之 antf, 6 Pla) = D) aqu, 


a*fg—a*a-—m a*f-a*a— m 


GG) = P(G,8) FG). h F) 为 整 函数 可 知 GGO 28 & £ü eR C, 
Hii 10.1 可知 

G(x) = P(2,8,)F(x) = P(x,90,)f(x) 
在 x 二 0 的 某 邻 域 中 成 立 , 且 此 时 G(x) ==0, 从 而 由 唯一 解析 延 拓 
定理 ( 引 理 10. 3) 有 
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G(x)z0, VrXER’ 
即 
|PGG,9)FOO20, VrER’ 
证 毕 . 

定理 10.2 VE POS R" 上 具有 C”™ 系数 的 m 次 拟 齐 性 LPDO， 
HRSA: 存在 x — 0 的 某 邻 域 w, Ei “u € 2 (w),Pu = 
0"—"u Ew 中 解析 ”, 则 :x € YR) , Pu 二 0 在 R* 中 二 wu 是 R" 上 
的 解析 函数 , 且 可 延 拓 为 C" EBORE PRÉC. 

证 明 设 f€E YC(R"),Pf 二 0 在 R" 上 , 则 了 在 w 中 解析 , 且 
FE r MESEN, = ra) <r) Co PRIR. S f.— fàsc 
1, 则 PUF e 8] = PES] o 8,  0.BrVA f. XE Q,, 中 解析 .又 因为 
S) = fre cL ASER 中 解析 .因为 z 盖 0 任意 ,所 以 f(x) 
在 R 中 解析 .另外 ,p € Cr， 


I fo sup léi f. 1A I de c COO sup | 8| 
从 而 /为 有 限 阶 的 ,由 定理 10. 1 证 得 /可 延 拓 至 整个 C" 上 . 证 毕 . 


第 十 一 章 ” 拟 齐 性 LPDO 在 多 项 式 
空间 的 可 解 性 


本 章 内 容 包括 引进 拟 齐 次 多 项 式 空间 及 相应 的 内 积 空间 ;证 
明 拟 齐 性 LPDO 多 项 式 可 解 的 充 要 条 件 ;研究 拟 齐 性 LPDO 多 项 
式 可 解 的 右 北 性质. 


11.1 问题 的 提出 


用 3 表示 在 复数 域 上 的 线性 空间 , 它 由 R 上 的 所 有 多 项 式 构 
R. E Pa) 为 线性 偏 微分 算 子 ,其 系数 属于 P, PAR P,a) 是 
一 个 从 多 到 多 的 映射 . 自然 地 引入 下 列 概念 . 
对 f € ,方程 
P(x,0)u-— f (11. 1) 
是 9- 可 解 的 ,是 指 存在 x € 9 满足 方程 式 (11. D. AF P,a) Æ 
多- 可 解 的 ,是 指 对 任意 的 fE€ 9, 方 程式 (11. 1) 都 9- 可 解 ,也 就 是 
P(z,a) : 9 9 是 一 个 满 射 . 
由 于 多 项 式 的 重要 性 ,建立 LPDO 的 乡 -可 解 性 理论 是 很 有 意 
义 的 ,而 且 也 是 必要 的 .但 是 ,至 今 为 止 还 没有 见 到 相关 的 理论 . 本 
章 的 目的 是 针对 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 的 情形 建立 0 up fg 
性 理论 . 
在 第 七 章 中 曾 证 明 : 一 个 具有 光滑 系数 的 线性 偏 微 分 算 子 
Plzx;,9) Æ m 次 拟 齐 性 的 , 当 且 仅 当 P(z,a) 能 唯一 地 表示 为 
P(r,0)-— J) angr” (11. 2) 


a*f-a*a— 
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其 中 系数 [2207 都 是 常数 ,a "a = Plaga; sa 二 (ai 2Ut4,) € I. 于 
j=1 
是 可 以 定义 五 (9,z) 如 下 
Pa) = J) aped. (11. 3) 


arpaa m 
KL apa RI apa ARR. REE H PO, 1) 是 一 m 次 拟 齐 次 的 . 

本 章 的 主要 结果 如 下 :P(x,9) 是 -可 解 的 , 当 且 仅 当 算 子 
POr) Ek 9 到 9 的 单 射 ( 见 定理 11. D. 

由 此 结果 可 以 看 出 :任意 具有 常 系数 的 非 平 凡 拟 齐 性 LPDO 
PO) 总 是 中 -可 解 的 .进一步 ,将 证 明 Lewy 的 局 部 不 可 解 算 子 也 
是 93- 可 解 的 .另外 ,还 将 得 到 方程 式 (11. D 的 9- 可 解 性 的 充分 必 
要 条 件 . 

为 了 得 到 以 上 的 结果 ,在 11.2 节 引 进 空间 胸 , 它 由 所 有 的 有 
次 拟 齐 次 多 项 式 构成 . 然后 证 明 算 子 PCz,3) 的 83- 可 解 性 等 价 于 : 
对 每 一 个 &E M= (la-a:a€ I3, P,a) 是 一 个 从 有 久 tm P) 9 
的 满 射 .在 11.3 节 引 进 92, 上 的 内 积 , 发 现 PCz,5) KERA T 
P' 2, > Pun IEIH JE T P CO ,20 , 据 此 完成 了 本 章 主要 定理 ( 定 
理 11.1) 的 证 明 .在 11.4 节 给 出 了 9- 可 解 算 子 P(z,5) 的 “ 右 逆 ” 
的 一 般 形式 . 令 人 惊讶 的 是 ,此 右 逆 仍 然 是 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 
子 .这 里 还 针对 常 系数 偏 微分 算 子 的 情形 ,给 出 了 求 多 项 式 解 的 简 
易 方 法 . 


11.2 空间 P, 和 多 项 式 ei Cr, 0 


根据 定义 ,一 个 R" 上 的 多 项 式 x(z) 称 为 是 有 次 拟 齐 次 的 ( 关 
于 伸缩 18.)) ,如 果 对 任意 的 zxER r0 08 
u o (x) = r'u(x) 


BRR 上 的 所 有 上 次 拟 齐 次 多 项 式 在 复数 域 上 构成 线性 空间 , 记 
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为 Py 
引 理 11.1 fitu € 级 M iA jhk Æ koj = lsrls 
H 


u; = 0 (11.4) 


了 


i 
=] 


J 


则 uj — 0,7 = 1. 


证 阴 令 工 一 aiz9i, 由 广义 的 Euler 公式 (6. 8) ,有 
i=l 
L[u;] = kjuj, j= 1l. 
因此 由 式 (11.4) 有 


l 
L'*ju =0,  r-—0,0,1—1 
j=l 
Bp 
1 
X kju; —0. 7 一 0 1 一 1 (11. 5) 
j=} 


不 难看 出 系数 矩阵 {8;} 是 一 个 /Xi Ay R E PE. 因为 当 : 
Æ j itk: Æ k; s PARAGE EIERE. A u; 00.3 = lors 
4 M'-— {arata E I1) = (kjij = 0,1,…), 其 中 = 0, 
k; kmj = 0,1,.. 
smiL2 WSE 多 则 存在 6 EMA f ERIS 
,使 得 


k 
fG) = M f;Go (11. 6) 
j-0 


而 且 其 分 解 形式 是 唯一 的 . 
证 明 给 定 f(x) = EU k, = maxa + a. 有 


"rJ 
k k 

fi) = > bT 一 > f;G) 
j=0 


j-0 aa 一 好 


其 中 (x) = Dba € 5. 
Ca 一 天 | 
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根据 引 理 11. 1 可知, 表达 式 (11. 6) 是 唯一 的 . 

注意 到 一 个 m 次 拟 齐 性 线性 偏 微 分 算 子 是 一 个 从 Pom 到 P, 
的 映射 ,从 而 由 引 理 11.1、 引 理 11.2, 可 以 得 到 下 列 结果 : 

命题 11.1 XC PG 0) 为 及 "上 的 一 个 和 次 拟 齐 性 线性 偏 微 
分 算 子 , 则 有 

D 方程 式 (11.1) 是 多- 可 解 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 具有 形 如 式 
(11.6) 的 fi € 9, ,存在 wu € 级 tm 满足 

P(r)u = f; OSJEr 

(2) 算 子 P,a) 是 39- 可 解 的 , 当 且 仅 当 对 VNE RM ,PCz， 
9) 是 从 Pon 到 0. 的 满 射 . 

证 明 De” RAR. 


“>” 设 P[uj] = fW u € 9, 由 引 理 11.2 有 > 一 Mw 
uw Ew, H 
f= Piu] = X Piu] 2f; 
由 引 理 11. 2 可 知 
Plu;] = fj; VILLIS PELET: 
k=k 
所 以 m, — m4 m,;. 


J 


DD“ Vfeomfr- Z fi € P, ,由 条 件 知己 是 满 


射 ,所 以 存在 ww € P nin E Piu] — f. n — Syu EP 


PLu] = f, A P Æ PARR. 

“>” WO P EITTERA Vf c 存在 uw € ,使 
P(u] = 了 .特别 地 , 24 f € 9x 时 , 由 (1) 知 , 存在 w € ues 
PLu] = f. 
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至 此 ,把 一 个 无 穷 维 空间 多 上 的 可 解 性 问题 简化 为 一 列 有 限 
维 空间 上 的 可 解 性 问题 . 
FEE AN € M+) 上 引进 一 种 内 积 .注意 到 av,a 一 Na 


B—N.Haz eG! = 0. 所 以 对 ul) = > aur € 9N, 
a*a— N 
ulr) = X baf € 9s, 8 
a“ 8= N 


Du) = Pb Clau = 2)ala6。 
ag N ara=N ara=N 
因此 可 定义 ON 中 的 内 积 如 下 :对 uc Py vC £N , 
(uU yy = v(O) u(r) (11.7) 
从 现在 开始 ,将 把 缠 看 做 一 个 具有 上 述 内 积 的 Hilbert 空间 , 且 有 
二 Z " " e 
标准 正 交 基 | 过 和 | .另外 为 了 方便 , 当 N ERM N, 


XLA = 105. 
下 面 引进 一 类 在 研究 多- 可 和 解 性 中 很 有 用 的 多 项 式 . 对 6€ 
C" ;定义 ex Gx ,£) 如 下 : 


PE N€ M,Vz€R 
ex Gr,£) = (11. 8) 
0, NCRWMPC,VxcR 
$8112 设 P(z,9) 一 D] asa HR Elf mix 
a*B-aca—m 
拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 , 则 
P(x,0)en(z,é) 一 PG Desv. 8 (11. 9) 
EH, POD = J) aQ£0t. 
a*B—-a*a——m 
证 明 ”因为 
Osen (x,é) = Auf cp = ess 8 


所 以 
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P(x,90.)en(x,é) = M a, sr"Ofew Cx, E) 一 


a*B-a*a— m 


M gt" Pe Nagl ,£) 一 


a*B—a-a—m 


>») A ap OE Na Bras xr T3) 一 


a*g—-a*a m 


M a, se^ Ote n, Cr, £) 一 


a*B—a«a— m 


3) aQ0le s GO 一 


a*B-a*a— —m 


P8, »£)euN-n CGr,£) 
ik11.1 如 果 P(a) 是 一 个 具有 常 系数 的 m 次 拟 齐 性 线性 偏 
微分 算 子 ,由 式 (11.9) 可 推出 


P(B,)en (x,&) = Pl(é)en s Cr, (11. 10) 
此 外 还 有 对 FE 9v. 
GG eu Gr, = fE) (11.11) 


事实 上 , 设 f(z) = 2f. 


sou B! 


11.3 主要 定理 的 证 明 


命题 11.3 令 P(r,9) = 二 J) a.d? 为 mm 次 拟 齐 性 线性 


a«B—a*a- m 
偏 微分 算 子 , 记 E(a,z) = 》) apeta.. MIT u E fuvec 
aeg-a«a——m 
9N ,有 


(PGr,20u,0)N = lu, P(8 x) viu (11. 12) 
证 明 ”利用 式 (11.9)、 式 (11. 100 ,可 得 到 
P(x,8)u(Gx) = PG,9,) (uCD enis (TE)? Nim 一 
Cul), PGr 8D enis EE) Nin = 
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(ulé£), PO Deu Gr) Nim 
注意 到 式 (11.7) 和 式 (11.9) ,由 上 式 可 以 推出 
(P Cr,8)0 uGO ,vr = v(9,)) PGr,9,)u(x) 一 
VUE) PO Deu CEE) ) yim = 
(Qu CO , P(e Eula Deu Cr E) nim = 
ULE), PC: vC) yen = 
Cukr), PCGQL ,rT) vGO Nim 
证 毕 . 
定理 11.1 设 P(z,9) 为 具有 光滑 系数 的 m 次 拟 齐 性 线性 偏 
微分 算 子 , 则 P(z,3) 是 多- 可 解 的 , 当 且 仅 当 算 子 P(3,x) ER? 
到 多 的 单 射 . 
WE RA 用 P* 表示 算 子 P(x,0): Pin — ON HEHA T. ,也 
就 是 P” Py 一 Pnom [ESSE u € Os v € AA 
(Pu vu = GG P* vu 
由 命题 11.3 可 知 P*a) = P, 20. 由 于 95,0. 都 是 有 限 
维 的 Hilbert 空间 , 故 己 是 从 Prin 到 分 的 一 个 满 射 ， 当 且 仅 当 
P(3;,x) 是 从 印 ; 到 全 4 的 单 射 .所 以 利用 命题 11.1 的 结论 (2) 可 
推出 ;P 的 -可 解 性 等 价 于 对 每 一 个 N € MPO, 0 Prin > 
Oy 是 单 射 ,这 是 由 于 引 理 11.1 和 引 理 11. 2 t S fr T PCO 22 从 多 
到 9 的 单 射 性 . 
事实 上 ,一 ” 设 vE PiE Pu = 0. h vec ?X5|28 11.2 Al 
v = 2s BEA Po = 2 ,Pv, = 0. H P: Pyan > Pn Hg v; 一 


0>v = 0, 所 以 P: 2> PHH. 

“<” 设 五 :9 一 9548.Vvc Pyan C P, Pu =0, h P ASH, 
f v — 0. PRA P : Pren 一 儿 单 射 .证 毕 

类 似 地 ,可 得 到 下 列 结论 : 


定理 11.2 假设 /€ 89 且 f 一 I fofi € R.I k EM, 
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id K; = KerP(3,x) N 9. 4 Pd) 为 m 次 拟 齐 性 线性 偏 微分 
算 子 , 则 方程 式 (11. D 是 9- 可 解 当 且 仅 当 f; E Ki -(ge: 
(gv, —0,VvC€ K; = 0,1,.,r., 

推论 11.1 S POO I R^ 上 具有 常 系数 的 非 平凡 拟 齐 性 线 
性 偏 微分 算 子 , 则 PO 是 3- 可 解 的 . 

证 明 由 于 已: =P), A Pf = Pfa), Yf EPM 

P* 是 9 上 的 单 射 .由 定理 11. 1 可 知 PO 是 9- 可 解 的 . 

下 面 看 怎么 找 出 解 来 ( 先 求 一 个 特 解 , 再 找 出 一 般 解 ). 

(D PGDu — 0,u € 人 ww(P(9) 是 m 次 拟 齐 性 常 系数 LPDO) 


4 u = exc» (TÈ) = 5 E 
NĒ: 


PlO)en:, Cr. 8 一 Plé)ev (x ,E) (11. 3) 
m £ € C" ,使 得 PCE) = 0 , 则 Plenin Cr 8] = 0. 
(2) 求 uw € Prin MEHE Pu = fif € 9s. 


4 uz. = fD e E UO z 0), 则 
P(8,) [fOD = = 
f (9) PODE ntj- = 
JODPO RË = 


fa enlx, E) = fIGOe lz, E) = fix) (11. 14) 
EE paS ip 240977 (两 广义 函数 的 乘积 没有 意义 ) 可 用 


这 里 的 方法 给 予定 义 , 从 而 解决 物理 学 中 的 问题 . 
此 外 , 设 wz) 一 2》) ug’, f(x) 一 2) fatis 待定 ) ,从 


AaB= N+m 


Pu = f M uPlr]= fe 


a*f- Nom a*qa— N 
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D ow Car = M fa 


a*B— Nim a*a— N ara=N 
最 后 解 方 程 组 
X Cus = f, (11. 15) 
ap 一 N--m 


得 到 ug » BI RT RR tH u. WEHE. 

例 11.1 考虑 Lewy T 

L=L(zr,y,t,0) = 六 i 六 一 2i(z+iy) 2 (11.16) 
这 里 3 = (8, ,9, ,01). 

显然 上 L 关于 伸缩 族 

ài Cr y, D 一 (Ax Ày ,X21) 

2009. 8. 
Zit( 3 i3» 

fc 分 ,和 NE 五 ,使 二 了 一 0, 则 了 可 以 表示 为 


f= ÜfiCx.y) (11.17) 


其 中 万 (Czyy) 满足 
fjQxAy) =AN sfi(zsy), VA>0 

则 有 

[如 un 

Gb, 4 2n Ge Ci, =0 
从 而 比较 t KARER R 

fo =0, (xz—iy)fo=0 
a= iy fi HA — i 2f, =0, 1«&j« t] 
(11.18) 

由 fo = 048 f, — 0, 进 而 得 到 f; —0,--- 依次 迭代 下 去 得 
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f, 70,4 = 0 DX. BI f= 0. 所 以 ,对 每 个 NE LL 9 
上 的 单 射 . 由 定理 11. 1 可 知 ,L 是 8- 可 解 的 ， 


11.4 P- f RFN A A 


定义 11.1 $ PG,9) 为 m 次 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 , 称 线 
性 映射 Q: 9, — OL XX CF P Gn 00 YE 9. ERU RON EE 
u € AMA 
POr,0)0Qu = u (11.19) 
命题 11.4 4 P,a) 为 一 个 m 次 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 ， 
且 是 939- 可 解 的 , 则 P 了 在 细 上 有 一 个 右 逆 , 它 是 一 个 一 m 次 的 拟 齐 
性 线性 偏 微分 算 子 . 
证 明 ”容易 证 明 PP* = P, DPO, r) 是 0 次 拟 齐 性 线性 
偏 微 分 算 子 , 且 为 A 到 自身 的 一 个 同 构 映 射 . 因此 ,对 每 一 个 a € 
I: Ha*:a-— 入 ,存在 ge € 9y , [i18 
PP* g(xX)= Xx" 
4 


gsp — D) SG) VEER 


asa N 
则 有 
PP' gn(7x,é) = eux, £) 
因此 由 式 (11.11), 对 AGE 级 有 
fx) = (Ceu Go. fu 一 
(PP' gu Cr; fCE))uN = 
P(x,09)PC(Q9,32gu (1,90 fH) 
注意 到 gn Go 20 f (OD 不 依赖 于 &, 可 得 
fx) = PG,9)PG,;x»gy 1,9.) f x2 
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因此 算 子 
P(8,x)gu (x,90) : 94 — Pnom 

A PEA’ 上 的 右 道 , 它 是 一 m 次 拟 齐 性 线性 偏 微 分 算 子 .证 毕 . 

对 于 常 系数 情形 ,可 以 得 到 PO 的 具 显 式 表达 的 右 逆 , 事实 
上 有 下 列 结论 : 

定理 11.3 假设 PO) 为 和 次 拟 齐 性 常 系数 线性 偏 微分 算 
F.R Eec CC" 使 得 P(E) 关 0, 则 对 每 个 NE Mt, AT P(9) : 乡 。 
— P AHER WF: 


Ryu) = 911 1 (8 Eg Je Oa: (11. 20) 


as axN Q 


B 
Hume 一 M "s 


ap=aratm 


UB X fe ,有 
一 1 Ll Ma E 
RnD — Y] g(a pig ) 8 D emar GO = 


aca iN 


1 1 
DE 


fo (ppe Cz, ) 


因此 
P(9:)Rn,e (Os i 一 


P(3a.) fCop (si ev GB ) 一 


PG») 


FDP (pp 7 )= 


ferl, é) = f(x) 
完成 定理 的 证 明 . 证 毕 . 
推论 11.2 d f c 9 则 存在 NE (a*a,a € EL) 和 
Ry (QU) ,使 得 | 
POQDRy CO.) fG) = fG) 
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仅 须 将 了 唯一 分 解 成 了 一 ff, € 9. ,可 取 = maa * a. 


m 

命题 11.5 假设 PCOD 为 mm 次 拟 齐 性 常 系数 线性 偏 微分 算 
子 . 取 &€C" 满足 

PCe) 一 0 

则 PCooeuc, Cr = 0. 

证 明 ”由 式 (11.9) 有 

PCa, enin (Or, €) = PODe, (xr,E)=0 

证 毕 . 

注 11.2 在 参考 文献 [43] 中 曾经 得 到 下 述 结 果 : 

4 POX—4 mG 0 次 的 拟 齐 性 线性 偏 微分 算 子 ,如 果 指 
数 a ,… ,a, 全 为 有 理 数 或 者 m € M — {araa € E, e 
P[u] = 0 的 多 项 式 解 空 间 必 为 无 穷 维 的 . 


例 11.2 考虑 算 子 A = Mita; —],j—1,-,2,m—2,a 
EE 


*a—lal). 
Xi^Au—fc 9 ,那么 
ulz) = fo (EE, £0 
Xpe-—0JK 


ulz) = fGo [ e "dtes (r,.8 一 
0 


之 L| ated Gs DES Go 
说 明 :由 命题 11.5 看 出 ,P(a)x = 0 有 解 e Cx) (非常 特殊 


的 特 解 ) ,se EEC | PO -0 NOD. ll EAR RR 
特 解 的 线性 组 合 逼 近 ? 这 个 问题 在 附加 一 定 的 条 件 下 是 成 立 的 . 

引 理 11.3 设 V,W X Hilbert ZE], TE KV,W) SGÉ TV 是 
W 中 的 闭 集 , 则 T^ W 是 V 中 的 闭 集 , 且 
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V —KeTQT'W 
其 中 KerT = {u € V | Tu = 000,225 CHR [53] 中 第 56 9D. 

3|38 11.4 i V 为 Hilbert 空间 ,W Æ V 的 子 空间 , M 
(Wi — W,KEhnWi-iucV]|iuu)-0,VwcW),W 
ma. 

其 证 明 参 看 一 般 泛 函 分 析 书 籍 . 

i PO) 是 m 次 拟 齐 性 常 系数 LPDO, $ Ky — (€ € 9N | 
P(Q)u — 0) = KerP (8) ,Ev = {v € Iy | v= Y], Genle”), 
C, € C, € NCP),LE I) AEn — Kn 的 条 件 是 什么 ? 

定理 11.4 Ey = Ks 的 充 要 条 件 为 :车 f€ 95. B NOD D 
NGCP), 则 P WER f. 

证 明 BAPO: Pn — 9... B. PCOD 9S = 人 mn, 即 为 闭 
的 . 由 引 理 11. 3, 有 
DB = Ker(P(9) QP' (Pyn) = Ku (BPGO9,, (11.21) 

E, = KEk C P) Pyn (11. 22) 
£ E, = Kn( 由 引 理 11.49 (Ej)4— K>} = Ki = 
PG, (Hl 11.210, BE E} C Eh = P(r) Pyn. 

反之 ， 由 引 理 OIL4.E. D (PGOX)045— Kw X 

V vGr) € Ey Bi) 


l 


P@v= X GP erle, E? ) = 


j=l 

H 

EGP enla, g?) — 0 
j=1 


A v E Kn, 得 En C Ky. RA ERKA En = Ky. 

再 证 Ek C PGO84, ORERE E SE 9. B. NLO 2 
NCP) , 则 了 可 整除 f. 

因为 
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E& = {g(x) € Iy | (ev(ze gz))v =0, YEE NO) = 
(gx) € PB Ig — 0, V&€ NC) = 
{ff € Pu | fX = 0, VEE NCP) 
所 以 , 若 
EN C PG)8..,, 
则 对 vf € ANP) CNA, f8 f € Es, 从 而 € 
PG)8 s f) = PODqGO HB qG) € Puno BI P SER f. 
反之 , 设 /E 邹 ， 
dtf € 了 天, 即 Fe) 二 0,YVYEE NOD, TJé NOD C NC). 
由 条 件 卫 整除 了 ,从 而 f(x) E POOL. Ki ES C PCr) Pum. 
证 毕 . 
推论 11.3 BLO) 是 关于 50.(z) 为 m 次 常 系 数 拟 齐 性 
LPDO ,如果 


=2 u2 
P(9,8) = GTL (11. 23) 


则 Ku CP) = E(P). 

证 明 Sar) = Cst, S usur. PC, 3) A m 
次 氢 齐 性 的 .车 far) € 9,4 PO = 二 1 一 L(x) 一 0 时 ,有 

fitx)-—0 

BD f(LGO 2) —0. X f € 全 ,由 多 项 式 唯一 分 解 定理 ,可 以 推出 
fax) = (1 一 L(x))q(x,t). 于 是 PP 整除 了 ,由 定理 11.4 得 证 . 

这 里 是 由 代数 的 方法 得 到 偏 微分 方程 的 结果 . 

例 11.3 HRE 中 方程 

Au = flr) € C 

利用 Fourier 分 析 的 方法 是 可 解 的 ,得 


u(r) = 2 *f = | EPa 
r 


r(g 
XP 了 是 多 项 式 , 那 么 由 上 式 
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» eco &) 


2E ol vae efco 
ulz) | dr 


形式 上 是 多 项 式 , 但 xt 前 系数 是 发 散 的 ,因而 不 是 解 . 
利用 前 面 的 方法 ( 见 例 11. 2), 却 有 


MER, 
MELLE 


EIC. eni (TE 0f (11.24) 
lai N CQ。 a 
(用 Leibniz 公式 ,该 问题 中 a = (1,1,:-,D. lal a*o 
引 理 11.5 
TE 一 


Jal =N a! 


证 明 MEDRA, 


2 N 
x 
en? 一 r£) tN 


ape z, ER (11. 25) 


另外 


ev? = — ei jit m, E 一 一 


da EU si zPE ).. 33 TE pen) 一 


Lo a! 


2 ze Exe 


比较 6 前 的 系数 即 得 式 (11. 25). 
由 引 理 11. 5 


zE (£, TY tle! 
a Safi B! (2 十 | ca |)1! (11. 26) 


开始 改造 : 任 取 & € R'filé&l-1.16—&1762 


exci (TẸ) = 


下 面 从 一 一 
小 ,有 


ren 


le^ —|£—&-& | = 
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| & [208 ,€— &)? 十 | E— | 一 
1 十 (2 和 一 名 ) 十 | 一 名 下 


及 
TL £—&) 十 | &—&l)!-— 
$3ocnpe28.e—8)-4| £— 6 |) 
k=0 
于 是 . 
1 - 
(a r£), 7 (822 7 Cate» 6-8 100), 
(11. 27) 
因为 
((2& ;£—&^4 和 一 名 17> = 
D aa p eiTe Eiee = 
(28 Hs &) (£—&,£—&) 
1 一 
DIT (b — j)! 
(28)2'(6£— &)* = E)” (£ — & )?? 
k! Mao ran 
X PE cun GE 
p 162607 a- £y VHR 
aZ yg! 
所 以 
1 V (26)! (6 — &) 
一 (— D! 一 一 一 一 一 一 
jel’? 2 P yg! 
上 上 式 等 号 两 边 求 ,有 


Sa) 


1 (2&)'(£ — E 
ES — D! ERN EM = 
a! (es ) 24. y !g! ) 
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Senk! 2 ar t 
k= TES ES y! ei 


因为 "二 y+ 2pk = ib yon H y l= 


Leltlrl <| a| ,所 以 


1 1 、_ 
"icd 一 
$3)  cn»*X Lex rl eer ”1 =- 
k& lal zgt | ei mere Y: 3 
ac Y | 
ign (C2&) ` 
»E D4 $ lu (11. 28) 
ni CO! 
所 以 
1 a 1 lEs PALME 
一 二 (Br -一 — 
“ à nm (la |-2 17 
QUE) 
5 S| eg (2&)" 2 — xU? 
lal SN YSa 


y 3, Utd! af 
D! 


仍 是 多 项 式 . 得 证 . 
作为 一 个 练习 ,读者 可 将 
(Q,— Au = f 
的 多 项 式 解 展开 . 


第 三 部 分 


Greiner 算 子 的 基本 解 和 
实 解析 性 


TXUHE—32EUOBBISET EJ UE IBXUT 88 HL DUEB Hf T BAIE 
SEP 2EDLAS RET de dE EH TB RT UJ SE PRU REA P. 

关于 次 椭圆 算 子 的 亚 椭圆 性 和 它 在 函数 空间 中 的 映射 性 质 ， 
也 有 许多 研究 ,但 精确 的 基本 解 只 在 个 别 情形 下 给 出 . 精确 的 基本 
解 有 多 方面 的 重要 作用 ,例如 在 Laplace-Beltrami 算 子 情形 ,它们 
紧密 联系 于 底 几 何 , 且 导致 多 变量 的 超 几 何 型 方程 ,这 些 方程 一 般 
不 是 经 典 超 几何 方程 的 明显 推广 ,但 都 是 自然 的 , 且 有 显 式 的 非 平 
几 解 . 

考虑 实 子 流 形 


M = (Imz = F( sz))C Cn ， fG) = xt 
其 中 ,为 某 个 正 整 数 . 令 zj — v; iru l Sj Snt = Rezmi. H 
量 场 
Z- tifa z |0z, 2 = TOX; 一 in) 
是 切 于 A 的 全 纯 疝 量 场 在 A 的 限制 , {Z A ,Zn } 是 复 
切 从 CQ@ TCAO 上 的 CR 结构 的 一 个 框架 . 


这 类 向 量 场 没有 群 结 构 ,但 具有 伸缩 性 质 . 以 下 均 设 ”一 工 .后 
面 较 多 地 用 到 特殊 函数 及 其 性 质 ,可 参阅 参考 文献 [1]. 
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d 


£, =— (ZZ + Z2) ~ i«z.Zz] 12.1) 


9 a ia 3 9 TEN E) 9 
Z= 9 žl Z= 0 1 ok ， — 
其 中 ,2Z = zo z D^ z kzl z 3’ 3z = 


z(-RBUIITasm ABBB.R AW 
数 ， tax EM lum 一 0,1,--., 


下 面 将 寻找 算 子 L, WERAK.. 12. 1 节 考虑 一 1 < Rea — 1 
时 的 基本 解 ;12. 2 节 考 虑 | Rea |< 1 时 基本 解 的 男 -一 形式 ;12. 3 
节 考 虑 | Rea | 1 情形 . 


12.1 一 1 一 Rea 一 1 的 情形 


12.1.1 —1< Rea 一 1 的 情形 


由 于 
e : 24-2 OQ 9 -9 
2 一 一 - L[z 2 —z2 
“ &og ll ET (* 3. X) 
— ph? 4k—2 9 :OL2 24—2 9 
E | z| S7 tiak? |z | E (12. 2) 
对 变量 上 作 Fourier 变换 得 
ol 9 -—. uc(.9 29 
| (去 eX) 
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k? | z |^? 2 — ak? | z r (12.3) 
引入 极 坐 标 如 下 : 
z = pe^, w= Re" 


Rp w= uo) 为 初 值 点 .由 简单 的 计算 得 到 


z2 —z2 =—j;2 
Əz Əz a0 
9 19,128,189 
OzOz 4 do! 4o3p 4p W 02. 4) 
所 以 
swn 13 18. 18. 
” 4 3o” 4p Op Ap op 


ikto? 2 TR St? 一 ak? o? (12. 5) 
用 9 表示 Dirac H% , M 
Xr- uy v) = Felo- R— 9 = KRO 9 
-poo 


8(9—9 一 d M e "C79 


2r ,所 
REFR KO ,使 得 
LPK? = 


为 了 方便 , 令 KO = 4GP. 
由 于 £D) 的 系数 和 0 无 关 , 令 


十 co 
Go = d- 3 e" *G, GP) a2, 7) 


下 一 一 co 


Fe- 090 — 9) 2.6 


所 以 ,从 式 (12.6) 有 
4 LPGP = d. 2 el CEE an 


4nkro™” 4 Ak! ro — 4ak’ vp? ? |G, = 
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十 co 
i2) Rp Rent (12, 8) 
因此 
dG, 1l dG, — n — 2k—2 
dp 十 2 dp po 4nktro * G, 一 
(AE! co? — 4ak’ qo'* * )G, E 
一 总 (p 一 R) (12.9) 
故而 需要 解 方程 
2 2 
E 二 dy — (Z + amc H4k trt? — hak? re? )» 一 0 
(12. 10) 
首先 ,考虑 + > 0 的 情形 . 
令 
y= lw) 
x 
则 方程 式 (12. 100. 简化 为 
a n 1. (&) 
" 1 2 2k, 4 2k 
W + Tt tr —0 (12. 11) 
这 是 下 列 Whittaker 方程 
1 
d'u .1,*5,4 一 
dit atit wj? 


的 一 个 特殊 情形 AI Men) 和 W,,,(z). 
M., 的 定义 中 假设 2 不 是 一 个 负 整数 , 所 以 当 r 之 0 时 ,选取 


2d m 
» — aWacg ag Con? 
= İM T 
yz = -M a_n u (2er) 
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通过 参数 变换 ,得 到 基本 解 为 
n Gi Cz) 


Wn) ’ 
ylz) = 
yi G2 ys Goo) 
Wy ’ 


Zo X 


Xo << mr 
其 中 W = yy: = yya 
另外 ,已 知 
OM! E T(1-F2,) 
Mop W op M "LAM m 1 — a 
r(Eg sa.) 


于 是 令 = 


a_n ini 
2 2&4" ap 
， åk 
yay: Ty: F W's Me -W 


4kr r(1+ HH) 


7 rit A) 


M'en) = 


Kp 


所 以 , 当 p 二 R 时 ， 


G 一 _ 1 yı(R)y R) 一 
" R WCR) 


"(ze 


n 
r(1 ud 
Ms. (2ro™) (12. 12) 
现在 ,利用 
[e p Q4 po, QU o pid = 


. 1 
4krR "p" 


W, sau GR?) * 
Z2 ktk 


2 


im 
aD Mi, (58)w Poe (È) 


(12. 14) 
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其 中 Re(p 十 由 0, | arggl x Rep | Rea lis = pH p — o^, 


"E 
2, 有 EC 十 有 二 
4 p = o” +R” a = 20 R*, B = 2p 5 = 2R*, 有 


d Seel wl Tg cl E »" 
G, = a]. e (231) 


LO) = 


ig c | zw |* o? =y) VD” de (12.15) 
(一 1)2 


因为 G, 关于 p 和 R 对 称 , 所 以 可 以 去 掉 条 件 o 二 RO 或 者 | z | 一 
| uw |. 

从 而 由 式 (12. 7) 得 

K? = 4G? = 


L5 gne Cents . 
kx 


n--—oo 


(£3) Lg Ge | zw [6t — D (ED, 


5 一 1 (0—10 7 
(12. 16) 
^ 
1 
gn (8 7 17 
jette) 
则 
K? = i]. l e cs risit ( » Iu 0j) 
(zy _ do _. (12.17) 
0 一 1/ SIF 
设 


十 co oo 
J= DT i= ht D Gio 


noo n=1 
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和 
n — mk +l, [20,1,2,:,k—1 
可 得 
il 
J= Mn 
1=0 
其 中 
< Z 1 
Jo = Mj , J= Dt (i x) 
m=0 m=0 
所 以 
i1 
K? = DK? (12. 18) 
1=0 
其 中 
eo ui 
KP = 站 | etim St ru e ew Is — D 
TJ 1 moo 
-ie [o —]1l DT a (12. 19) 
(e a) (o— 15 
K? = 站 | em Y La Ge | zw ls — 1) . 
m=0 
bl [ee oi + 
(G+ DY Vol 
lee [x ; FL las = Ki} + Ki (12. 20) 
o 
而 


K = = 起 | erst eni oD Qr | zw VZT). 
m=0 


(o— 1) —1 oH 
o i a 
DE (nen 1) do 
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从 而 ,需要 求 和 
e LA GO 12. 2) 
首先 考虑 7 
g(2) = Nune Las GO (12. 22) 
故而 T 


g D 一 ez 人 E) GhI m (2) = 
PE Loa9G]- 
m=0 


5 u"z"" I. (z) — 
=0 


m 


gI alz) t uz "I e) +u z ud 
即 得 g' Ce) = z'I,4 CO + uzg GO ,这 说 明 


d , 1,2 lu 
(e zuz gy e jur zI Cz) 


dz 
积分 得 
g(x) 一 et [pete La dt 
0 
或 


x fl a? 
g(z) = zet f se 5^ L (zs)ds (12.23) 
0 
a= uz f 
z a fi a 
Man") 一 a'zet | set T Czs)ds = 
m=0 9 
a fl EX 1 v1 1 
v Ya 25 一 -一 
aze? | ve (z5) gm (77 )ds (12. 24) 
其 中 
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co 


2k 


— z 
gn) = >, kITO— E, RFD 


从 而 
Sn 1 VS [oe ar 1l 
2j LG) =2(F) e fe s gm (77s )ds 
(12. 25) 
4:— PELLE 
SaL G) = ade [P e? PO ga (Ze )dt az 26 
m=0 0 2a 
注意 到 
= e49 z 
z= Zo" R t a 
R 
,一 区， 1—1,2,-:,5—1 
所 以 
las 一 到 eye ng! RS —1) = twt(o— 1) 
以 及 
之 一 le mit o 2 rot 1) = z'w 1 
元 2 2r R* t1) = mw (ot 1) 
从 而 
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suem co) 
DE EG) xij b^ — (12.27) 
注意 到 
cz 
[Peta ( 2 ) 
Í 2(m- 4) 
代入 式 (12. 26) ,得 到 
Sam, ao) 一 


m 
eon > in 7 rm . 
T m 


> 7 Gz^w* (gt 1))" (12. 28) 
F(N 十 元】 


e 2 
3 一 pee f erla Hw wa (o d- 1D de 。 
1 


E (一 D^ Gz*w' (s — 1)" * . 
79 mi(n- 5) 


rerom een (12. 29) 
r(N-- i) 
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用 超凡 本数 公开 ,其 中。 4 ut qe ET 
Mm 十 这 十 地 la-a, p= rl) z |> +] w |” — zw), aji 


2 
| ei | wl 下 一半 wk »(5— pre (a 4- D do — 


i1 


EZE z |* 十 | w p — zw yp 3-378-3 . 


gory N d m. Ne z |* +] wl|*— zh» 
因此 
pna 
Ki = l.- UM CD» r( k ) . 
SUE AD 
k 
> C27 wt cm) . 
v (N+) 
CL z [0 +l w 1 Zw) T-h-3.] PU. 
Wi sgg epe ww) 
(12. 30) 
利用 公式 


| eU W, (ardt = 
0 


r(a3- 4 5 )r(v- 2 3 )a^ 
E 


D(v— e+ D(»-- 34) 


b 
Fu v doni le Ls 2a 
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其 中 
-m N, Ll -a m,N_ Lil 
v= z tz ta g E 2^3 T?’ 
m N L EN NEM 
BENI b i(£— s) c zw 
= 2 z |¥ +] w |* — zw) 


为 超 几 何 函 数 .用 Ki 表示 |， eK? dr, Jl 


— p - 

DT 
x (n N61) 
XGK Dp r(N- x) l 


(Pw ) (Ro) (I 9. 


F(n- N41 


[^4 A n 
,一 二 《1] 一 (12. 31) 
a0») 


EPA = 3 z [4 wl tias) p= 


xj: 


下 面 考虑 rz<0 的 情形 . 
对 方程 


d'y 1 dy _ EN 2&—2 22442 一 
IT (5 + A(n — la) bez? + Ak! c )» 0 


4 
y= r*WGc 2n") 
有 
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ao. l_a 
" 1 2k 4 4k? 
Ww d — 
+ 4 t yg" (一 2:rx ^ )? 0 
Mj r< 0 时 ,选取 
1 
y = vaa | z| zx*) 
= LM (2 | r | zx) 
Y: 一 ái TIF 
t r> o0 taie Ft, a48 
OL (C7 adattu (o 1 ai 
Gn al. e (=) 
TuyC2|rllzl lwl’ (e — D) 
vo’ = 
(12. 32) 


故 由 式 (12. 7) ,有 


K^? 一 d 3 erof ° em (ZEF . 
kn, 


o—1 
Im fellel? lwl D?) er D 
(一 1) 王 


4 n = mk - ll = 0,1, 一 1， 和 


K? = Sre 
其 中 
K?- 去 | Leil zli | w[i AS D*5 . 
lte 
i-o (0-1 GHD * 
[e (Hy T sT do (12. 34) 
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9 = l| id 。 
K knd 1 
1 H 
k n ETC: zeo (OG 3-17 MEI 
M1 iGIcllzl* lwl- [e (£24) | 十 
aeo {ot 1 fer GO. 一 
[e (£53) ] (o—D*? 
K. + K (12. 35) 
这 里 
D 一 工 | er TT 21rllzl wte’). 
kr) 1 A 
【人 ero D Ct) GHD do (12. 36) 
5 一 1 (o—D* 


XMF c0 的 情形 , 当 r<0 时 也 有 


co 
pet | emila tiw -awt . 
H 


Ki? = 


bx 
. 1 : (7) CDH“ 
2 pe LY When] 
k k 
lte 
iL — UY 
( e [Zw G-- D2* C e | zw — 10^ C+ a 
(o— 1)? 
lta 
lal Ižu" (一 1) y 1 | ye 2 ). 
kr 全 LY N L 
Hi) M eed] 
Gh)" Ge" C| x |" | w [I — mw) 2963. 
gp UP, 
Ws osa amima Olr] dgl” uw]? — zu) 


(12. 37) 


206 拟 齐 性 偏 微分 算 子 的 分 析 


因此 
1 


0 
Kr 一 | emo dr — 
一 co 


1 Z (— 1)” » < (e »*- 
Tn AUN 


(m No r1) 
(v 二) (Ni) 
CL z [^F w 1 —2z*w* tia s m. 

F(m - NL 4-1, NUES N4 38, -4. 1 ) 


^ Go) Gr) 2 HER 。 


利用 超 几 何 函 数 Fla,b,c,z) 的 表达 式 , 有 


L l—a L, 3_a An nu 
F(m-- N41 z mty tga) 


r n ytiitr(-N- (2 二 的 . 
2 


( 

r( 1,1 £)r(- z“) A 
( 
( 


ps 
F m+N+Ż +1, Nite yete, 
i 


A, 
A 


AM - )r (mrt) a 


Pà(m+N+ E+) 


a o, — N48, A 
F( 0, = N+E, ad-75) (12. 39) 


1835 (12. 390 代 和 人 式 (12.38) ,有 
i ., 
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m D(m- No I1 


Gw)"" (zig) (AQ. — p) 77717 。 


F(m+ Nene trt 3S S LE) 
i 

doEco tit) k zZ ESTER (N+ ^) 

eU aep ECT qe 


(wH (ag) "A" * Y AU PL poii 
从 而 
K... = Ki. +K 


Bp 
K+ = gA A a-p z 
Zon EE ys. 
m=0 mt(m- z-) Noo MN 
4- 

(NH Ts eec c got — 
r(N-c 4) 

tf) y 

M Wei) r$) 

k 
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1 十 a 


r(N+ Ez5)r(N 4 


k 
#0 r(N-- x1) 


+z) 


一 l k 
F(N- qoNt p LE N+ +l gf 
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注意 到 
1 
Fla,bsc,z) = Fe sy DL zde 
得 到 
n d la n __Pp Xn 
F(N- qoNtH zO N+% 4L it3)- 
l 
r(N- 4-1) l 
l 1a /l Fa 
(N+ + ; )r( ; ) 
s Nf 
[ea (re hy ta 
故 
—.l A AE p. 
Ki = 4kr? A a 一 pre 
= l-cay 1 / £p s 
r(N-——Sl 
» ( 2 a6) 
1 M S pt N^ — 
MET fe a-o (1+7) "a 
(= 
l—a 
1 paip p : r(N+ 2 ) gor. 
4k? (1— pot? N=0 N! 
— fata —0 *0-p py td = 
r lajo 
(^x) 


L 
k 


4 
J EaD F Aa p rp) 
0 
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oe r(N- i75 p’ N 
Mit N! TTE d = 


1 -iat ud ky 
prá A papy. 


[i *a-o *a-p po 
0 


(i-LEEL) a 


—L 
È 


l-- 4 Pt 
所 以 
K 一 1 A FA GG pp) . 
^t Abs 


l į 1+e la Ladies 
| *a-o *a-p po Ero, 
0 

(1— p! + pt — ppt) * dt 


p t y: 
HERE s= yyy 可 得 


[eža -97 F Aa] p 5) 7 Q— pts) ds 
(12. 40) 


k-1 1 
a-1 p [#9 F a - ps7 (S os*»')ds 
一 0 
所 以 
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Kl. UA Fs) 
+= a (1 一 3) 。 

a| 1557? ? (1 — ps* )^ ds (12.41) 
要 从 K 求 得 KO? ,注意 到 ( 见 式 (12.25) 、 式 (12.32)) 34 — eo < 
t < 二 com 一 0, 士 1, 土 2,… 时 ,有 


G, Cz,w,nra) 一 
Al. gine rn p (2 ESEPEL | w lvo TI) . 


(El) em do 


o —1 


i 


0 一 工 


从 而 可 得 
C (zyrya) = G,(z,w,—r7;—a) — oo < r <+ (12. 42) 


由 于 


十 co 


K? = 4G? = 2 5 e mePG = 
X ,< 
2 Nn 2 -in 
FPE aures 十 二 Ly. GO， 十 二 Gu = 


KP 十 Ko 十 2G。 
且 注 意 到 z = pw = Re*, 


K? (zwa) = = 25e, (z,w,r,a)e "^? 一 


T "= 一 1 


2 ; 
2 y G6 ,Cerw ra ert 一 
T 


n=1 
2 inh) 一 
FP (z,w,— 0, — 0)" IP = 
XOT 
Kt D (Z, W, —a) 


所 以 当 一 ce < r <+ o 时 ， 
KE (z,wa) = KP (zwa) d KC? (G,w,-—o 十 
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LG, (zwa) (12.43) 


K? (z,w,t— s) = 
K; (z,w,t— sa) T K. (Z,w,s— ti， 一 w) 十 
E? (z,w,t— 5s) (12. 44) 


其 中 EP? (z,w,t— s) 一 三 | EG, ssw ra)dr. 
0 


为 寻找 Et? ,我 们 注意 到 ( 见 式 (12. 20) \ 式 (12. 36)) 
D 一 zb FEET klw? SE . 


ot kn 5 一 | 


) I 
>( ei? mdg 


sgar mi 
I + X | (e KO) si) ] I i 


由 式 (12. 36) 可 得 


Q 
+ 1 


或 

二 Cr 一 Ki». = 

对 变量 r 进行 Fourier 道 变换 ,结合 式 (12. 400 有 
E? —K..—K..-— 


1 leo lta (1 _ lta —lze —Lte 
i^ TA Ri ?(1—5 * (1—] p |* 5) 2 ds 


第 十 二 章 ”基本 解 的 推导 213 


进一步 注意 到 式 (12. 14) 


Go Cz wra) = Go (z,w, — Ts — a) 


因此 
Ej Cz,w.t— s.a) 一 Ej,Cz,w,.s—t, — a) 一 
TG, lewt — sra) JE G,w,s—t, —a)) 


结合 AG,w,s—D = A(z,w,t 一 s) 可 知 


P (z,w,t—5s)-— 


i-a — l /— e l~a ita 
-lA ATA f sa- Fa] p |245) ¥ ds + 
Bkn’ 0 


[sao Ya- p I*s) * ds] (12. 45) 
0 
另外 ,由 式 (12. 41) 可 知 


K+ MN ^K. (G,w.s—t, 一 a) 一 


Xe 


m 
(f STa-s7-|pp58) 70 pst) ds + 
0 
log lie ize 一 工 
fs "a-2 Fa] p #9 (1 — ptas} 
0 
(12. 46) 
1834 (12. 455 , 5X (12. 46). 的 等 号 右边 代 人 式 (12.44), 当 一 1 一 
Rea <1 时 ， 


1 lcs — lte 
K^? (z,w,t—s) = y» A A? 


Ya- Ta pla 1 “ds + 
9 1— ps* 


[**a-»"*a- p "s m 1+ pst jj (12. 47) 
0 1— ps* 
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sail 
当 B 关 0, 土 1 L2. 


- 时 成 立 , 故 
(1 一 | p LI Hu 


从 而 


fis "Ca-o'*a-| prs Les, 
0 


1 


1+ ps! à 
1—l p Iso 1 — pst do 
类 似 地 ， 


| ] 一 
fs Tü-s Taq-ppejeyrl 
0 


1— ps? 一 
EN p 
CERT elo 


其 中 
= 3z Pew |” 
p=, - 
p=0, uu 
12.1.2 


mener AL 
2 )r^z4) 


i(t— 3) 


K” (| Rea |< 1) 的 另 一 形式 
BT 


1(1—35)?(1— x5) !ds 


| 90) | do 


(12. 49) 
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M" 


a=)” 


L o ffatt 
r(=s)(= zx) 0 i s 


2 


1 1+ps*? 
;d 
1—] p "s 1A ads 


交换 上 式 等 号 右边 o 和 s 的 位 置 ,有 


1 1—a lta 
[s*a-s*a-4 pb? pltpt 
e 1—5* 


iacet | 


Z 


E 1 1+ 
d—o) I pl FY 


由 式 (12. 49) 式 (12. 50) 可 得 


(12. 50) 


[5 Ta-so*a-| pps? PITP M. 


[s*a-» Fa- plo 7 ET -dy — 
0 


" 1+ ps? , 1- e* 
a- |p om Eer tHE ass = 
k 1— pe’ 


P žan Fo 74-9» 
r(++e\r{ r zx INI 8) ta d ° 
2 


pt )(1 一 如 i) 
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dsdo 
(1 — bs 一 加) 
结合 式 (12. 47) A: kolt, 


(1—ef|pl| Go*) 


le lta 


NI ay 1) dsdo 
ol ps? a ai O JE aana e” Ip I*a) 


(12.51) 
MR—IHB[ 
l—e — lta 
1 AFA” 
K” = — " 
Ax l+a l—a 
r(^3*)r(^z*) 
H S — 至 "zi 一 
NIE 0-2 Qo * aas 12.52) 
0 (1— ps) (1— fo) 


注 12.1 在 第 十 三 章 ,将 证 明 | e | 1. p — 19G,D = Ge, 
s), 也 就 容易 看 出 KO OB ME — B9 AER Cw. 进一步 将 证 明 


K^? ELi (R) 和 LKO” = 0(z —w,t— s). 
12.2. | Rea |> Maz 2? i,m = 0,1,2,-.) 


容易 看 出 , 当 | Rea | 之 1 时 , 式 (12.47) (或 式 (12. 51)) 等 号 右 
边 的 积分 将 发 散 . 为 了 得 到 L HEEE, RIKE KO 的 形式 ,使 
其 解析 性 可 以 延 拓 至 区 域 {a € C, | Rea | 1} 之 外 . 为 此 , 先 暂 
时 回 到 | Rea |< 1 的 情形 . 


第 十 二 章 ”基本 解 的 推导 217 


对 式 (12. 47) 中 的 积分 , 令 s = o 可 得 


Ko? = se -A7 . 
0 


L4 


l lta 
(1—| p Ps? FEE. du, 


Co) Fa] pity? L Ras) (12.53) 
1— fs 


下 面 考虑 项 


I(p,a) = fo 0 gt)? (qc p (gt? i 二 


— po 
(12. 54) 
用 记号 | od RRA CHR JR % 从 点 a 出 发 , 按 


反 时 针 方 向 包围 点 0, 然后 回 到 点 4a, 和 且 使 被 积 函数 的 所 有 奇 点 除 
a =b 外 都 在 € 的 外 部 . 由 Chauchy 定理 可 知 积分 值 与 的 选 
取 无 关 . 


下 面 将 证 明 : 当 | Rea | lat 1I um — 1,2, 87 1D, 


dc 


cH) ot lg 
I(p,a) 一 e f LR 


?isin(* ; J^ 


(—| p l5? i do (12. 55) 


实际 上 ,选取 = C, CO) U ([e,1]),e 0 Æ, H CO = 
ta €C, lol e}, 由 定义 则 有 


[24a — gy? | p py PLEA = 
1 


-fna | p [gr P 1 二 名 do 十 
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$, s? a-sy A] p PF LEAs 
c0 l— fc 
eee pues a Lg . 
— z ay L+ 如 
a 一 | p |”) 1— 4c 6 
因为 | Rea |< 1, 所 以 当 e 一 0 时， 


be) Tal p |o)? la, 0 


从 而 令 s- 0 可 得 
M — 2k k 1+ fe — 
I oc? (1 —gy (1 | p [#0 do = 
(e Cr) —1) 1 ee F . 
0 
(1— ut) E de — 
| p Us oE 
2ie Tsin (2 s)ar| o7 m7, 
a= p Ie? EY 


即 给 出 了 式 (12. 55) JP a s 1— Pm = 1,2, — 1 意味 着 


sin(4 3 Jt Æ 0. 
类 似 地 ,可 推 得 


ÜTT 1t ie Ec 
Ip.) = 一 < 一 | o (0—.6)7-. 


— 2 as ld po 
a= p gf)? bdo (12. 56) 


进一步 ,由 式 (12. 55) 、 式 (12. 56) 分 别 可 知 , 当 | Rea |< 1, — az 
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1—2m a — 1,2, E — 1 Bb, 


k 
— -i( H*) ix 1* ite lie 
I(p,—a) = e LE | ne . 

Zisin( 2 2 Jen o 

a=] p Pn 7 LE io (12. 57) 

1 — fa 
H 
Hy * lce la 
I, — a) 一 一 一 | srg —g . 
2isin ev? 
aI p [5577 13 fo, (12.58) 
l— fe 


FRAME a v 1-2, m 01,2, Hase 1— Ps 1,2, 


eb — 1, l| 34 Rea > 1 时 ,; 式 (12.55) 和 式 (12. 580 的 等 号 右边 仍 


然 有 意义 . 
当 Rec< 1 时, 式 (12.56) 和 式 (12. 57) 的 等 号 右边 只 有 一 a 关 


1 ES - 0,1,2, Bias l— um 1,2,…, 一 1 时 有 


意义 . 因此 当 | Rea | 1, Ea se 各 十 1 时 ,自然 地 定义 wo” 如下， 


当 Rea > lsa 5 P E lum 一 0,1,2,:- 时 ， 


cQ d ge e uel. 
K” = yA ^ isin( -本 mM 
2 nT 
a-a] p (st? LE ds + 


1 一 如 
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D | Tei] -yF . 
isin cr 
(1—] pln F = (12.59) 
I — fe 


4 Rea < 一 1 ~a A l,m = 0,1,2, Bf, 


fla 十 
(D -一 1 Eeay. eCe f Hel . 
K a^ A isi (L5) 1 
2 Ds 


— a ky ld pe 
(1 一 | p |”) 1— po 17 (12. 60) 


i£12.2 由 上 面 的 推导 可 以 看 出 , 当 | Real 1, baz51— 


Em m — 1,2,,k— 1B. BR 12. 59) 和 式 (12. 60) 定义 的 KC? 


有 意义 , 且 和 由 式 (12. 53) 所 给 出 的 一 致 . 
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本 章 13.1 节 讨论 £, 和 下 ”的 一 些 重要 性 质 ;13. 2 节 给 出 基 
本 解 的 证 明 ;13. 3 节 研 究 基 本 解 的 实 解析 性 . 


13.1 L, WKO 的 一 些 性 质 


引 理 13.1 设 
A= S z P + w [E iGT $) (13.1) 


p = A7 zw, w+ 0 
p^0;, w=0 
其 中 z= 二 x 十 iy ECw= uiv€E C..s€ R, i 
(1) 1pl<1; 
(2) | p11 二 1 当 且 仅 当 | xz1=|w| 和 z=;s; 
(3) pp = 二 1 当 且 仅 当 Gz,1) = (vw,s). 
证 明 BT 
a-i O S=] AJP dA =] zl” |w = 


(13. 2) 


LAIA 2 I wes] 
所 以 , 引 理 13. 1 的 结论 (1) 和 (2) 成 立 . 
下 面 证 明 结 论 (3). 
注意 到 p= 二 1=> | p|= 1> |z|=]| wi, =s HE z= re", 
w= re HA 二 14, 所 以 1 一 pp 一 A Tzw = it RRS o 
E z= w, fi p= 1>(z,t) = (ws). RZ RRRA BIC, t) = 
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Cw, s)-»p = 1. 8| 38 13. 1 的 结论 (3) HE. 
引 理 13.2 设 cEcCc, ial 关 1, 则 存在 独立 于 wa 的 常数 C > 


0, 使 得 
?* | 1 ae 1 
| 1 一 aey d$« c( an 二) 
证 明令 4 一 re%， 
I= "|1-ae*|, &-[ l4 ret 
1—ae* B 1— re^ 
因为 被 积 函 数 是 关于 2x 为 周期 的 函数 ,所 以 
r 1-4 ret?) $= 1 re*|3 
o [1 — ret? 和 l — re” 
则 有 
u 2x | (14 re*)(1— re *) | u 
r= (1— re*)(1— re *) d 
? | 1— z? + 2isin?* r | 
| (1— re*)(1— re *) d$ < 
02 2n d$ 
gr |j. Cr re 
|. ]sin$| 
2 jT 1—2rcos$ + r? 
注意 到 


L d$ u 
o (1— refb(1— re *) 


ij d 
irJ ix = 1l 


izl=1 (z—7) (2— -) 
1 


r< 1 
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从 而 
E 2n d$ - 
li-r Ji G rha re 7 
进一步 
| singldg _ 
2r), I 2rcosp + 
. sin$dé —— 
zi I= 2rcosp Fr 
中 din(1— 2rcos$ + r’) = 
1 十 r\ itr 
2ln (3 1—.) — 4ln f= 
因为 
< 2n + 4ln E c(1+ inni) 
证 毕 . 


命题 13.1 WE Gas Go D € 9' (RO 满足 
LG Gat) = 8 — 1,0 20€ —1l,y:D (13. 3) 
当 w 关 0 时 , 令 
G = | w "Gao (Te vix) 


| w1? | w |” 
Ji] w 25 0 Ej. Gao Go D. 满足 方程 式 
DIG ouo Go D. = lz — us t— s) (13. 4) 
其 中 6(z 一 w,t — s) 表示 0x — uy — vt — 5)yz = (X,Yy)， 
w = (u,v). 
证 明 ”考虑 下 列 算 子 
R,;C;P(ORD — CORO, Rflz,t) = fla* z,t) 
[rae — CF (Rê), Tf(z,t) = flz,t— s)(13.5) 
SC, (R?) — CY (Rè), Sf(z,t) = fz, A”t) 
#ttaec,|al= l,a = e’,z = z+iy,a e. z= (xcos0— ysinĝ, 
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zsin0 十 ycos0) ,A > 0. 容易 得 到 
L, ° T, =T, ° L£, £L, o Ra = R, ° Las La o S; = )2 9S， o La 
(13.6) 
根据 C 和 2' BHIK RT A, AE E E SCR ACT T A k E 
拓 为 9 > 9 .BAX03.6 在 2 上 仍然 成 立 . 


一 个 简单 的 计算 表明 
TE(z,t) = 6(z,t— s) 
S8 z,t) = Cx AP) 一 A ‘20(z,) (13. 7) 


RS(z,t) = óCaz,D = H(z,t) 
于 是 ,由 式 (13.3)、 式 (13.5) 可 知 
Goo (zt) = | w [TSH REGao (t) = 
| w | "CT, ° Sh o Rz Ga.» (z,t) 
(13. 85 
因为 ZGaoGoD -68G-— 1,t), 所 以 结合 式 (13.6)、 式 
(13. 8) 可 得 
LG ws Go D 一 | uw |^? C£, ° T; ° Su ? Rz )Ga.o (2t) 一 
| w |? (T, 。 ES o Rz o £0Gqao Go = 


| w [PTS a e Radz— 1,t) = 


| w COTSSÓ(U 一 1,0) 


Duro d n 
[wl* lwl* 


eig (WE W t—s )- 


|w? "wl? 


| w 6( 


e( W (zz 一世) s)= 8G — wt s) 
| w | 


完成 命题 的 证 明 . 证 毕 . 
注 13.1 命题 13.1 表明 为 了 寻找 算 子 L 的 基本 解 , 记 为 


第 十 三 章 ”基本 解 的 证 明和 实 解析 性 225 


Goo (zst) ,只 须 考虑 (tw,s) 二 《1,0),(w,s) = (0, 0) 这 两 种 特殊 
情形 就 足够 了 . 
注 13.2 $ 


Awo GoD = 3G z I Fw" Hia) — 03.9) 


Ps (z,t) = (A,, » Go D) aw (13, 10) 
Fio G0 = K? (z,w,t— s) (13,11) 
通过 简单 计算 可 知 ; 当 ww 天 0 时 ， 
EV (z,1) 一 | w IA.» G PEE , ERES (13. 12) 
— zu t—s 

Pao 0) = Pao (TEE ma) (13.13) 

结合 式 (12. 47), R12. 59), (12. 60) PA w Æ 0 Hf, 
(Quo GOD =| w| FS (Te p un) (13. 14) 


所 以 ,由 命题 13. 1 和 式 (13. 10 ,3X (13. 140 可 知 :要 证 明丽 ”是 算 
F o£. 的 一 个 基本 解 ,只 须 证 明 
£,F9»5(G.D-—80-—1.0 (13. 15) 
fü 
£F(5QG,D = H(z,1) (13. 16) 
BL. 


命题 13.2 . 只 要 tax D um = 0,1,2,…， 则 F3.» € 


C* (RA Cw 323) N Li CR. REE C. 平面 与 R: 等 同 起 来 ,并 
BH GO Xm OG, y,D € Ri, 用 (w,s) 表示 (u,v,s) € R. 
证 明 ”由 式 (13. 14) 可 知 只 须 证 明 
Fo € C? QG?N(GO,0D N LORS) (13717) 


Fí2s, € C" (RS\{C0,0)}) N LUCRO (13. 18) 
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两 式 成 立即 可 . 
首先 考虑 | Rea | 二 1 的 情形 . 24 | Rea | 二 1 时 ， 


Aa.» Got 一 id z 4 -14 iD 


Àa.o G0 一 jd z |* T1-—iD 
Paw (zt) = (Aa) FZ 
Pas G0 = (Aaw) *z 


HA, A, P,P RATC RO, AMA TA 5 ERF CO (DX 


里 用 原来 的 记号 A,P ,而 没有 用 记号 AaosPao. 
现 再 考虑 式 (12. 51) 的 等 号 右边 . 注意 到 
| 1— ef | p los |= (1 — 2cos SE e| b Posti p Itos? ) = 


1 


(d p |7 os 一 cos Zime + CEN Lm 


2ln L 1 
sn E T 
Dol , 
L %73 
REMA o> 0s >07, 4E = im, |1- e |p los |=1+ 
| p Vo 之 1. 于 是 
| T a-lo] IH lsin = cw >o 
IERI xil 
(13. 19) 


所 以 Fio Go 0 的 奇异 点 一 定 在 p — 1 的 点 处 .但 是 根据 引 理 13.1 
可 知 ,这 正好 是 点 (1,0), 从 而 Fio € C^ (UNO 00D. 


(1,0) 


为 证 Fo € Li CR ) ,结合 极 坐 标 z — p”, Bt R 的 紧 子 集 
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Qg — (D :pt «R ,只 须 证 明 ERR. | Fi, Gr, 0) 
R 
| pdodédt x Ci. 


注意 到 A = Alot), BL A Tür T0 8p — A *ee BEDAE B] 
38 13.2 HJ A124 | p |xc 1 RV, 
EZ 


2m 2n 
Eee 
0 1— pot 0 


c(1* In —rPuu)« 


1—| Az | )- 
cthmitsi)< c(1* hs) 


JE Qs 上 ， 
1-|1pl*^-lJA[*( Al -e = 


1 十 o! A pe” 
-| dg x 


+ | A |? Co^ D +z — 4o”) = 


+ | 4 [PUC He 


Cr — DH) 
由 于 A 和 A4- 都 是 连续 的 , 故 在 Qs 上 均 为 有 界 . 这 里 和 以 后 均 用 
同样 的 记号 Ca ,而 不 用 记号 Ce Cree AM 
1+ po? 


2a 
| 1— 


4 a 一 Rea, 有 


d< Cs (1 In 


i 
E 


DFF) 
Co” -1 +ë” 


1 -a lta lta 
| [oo a-l prey? ds 
0 


1g l+ lta 
[žao E de(1—| p |7) ?* = 
0 
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1—a l-ca V, 0, pn 
B(—.—)a-lero7?* « 


Ca. Cg? — D 8) 
这 里 用 到 B(A Le )- 一 到 一 .所 以 


2 COS — 
27 
1=| 
fig 


a= p he). LEAT dol dgCodp)di < 
l— zo * 


T A fio a-o 


J. Qu Gp) D Y 
t <k 


In 


ze < 


ża 十 rcos$) rl drdé 


Lo 1 
qon 
2n RÈ 
p a) 
cT ( 
结合 | a | 二 1, 之 1 可知 


RŽ 


I< Cr | r |1—r|7 |In 
0 


类 似 地 ,对 式 (12. 47) 等 号 右边 积分 的 第 二 项 在 Cg 上 可 得 到 
同样 的 估计 , 故 


(1+ 


i dr < CR,a 
r 


NEM LL 


对 | Rex| 一 1 成 立 .由 于 及 之 0 的 任意 性 ,就 有 Fao € LR), E 
此 对 | Rea | 二 1 的 情形 , 式 (13. 17) 成 立 , 下 面 考 虑 Rea | 1， 


xa PP lum = 0,1,2,… 的 情形 . 由 式 (12. 59) 36012. 60) 可 知 
FTR G.D = FPo (Z, — t) (13. 20) 
所 以 只 须 考虑 Rea E l,a 天 2 1 的 情形 .另外 ,如 注 12.2 中 所 
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述 ,只 要 “天 1 一 到 m -—1,2,,k—1,34 —1« Rea dH Bb 


(12. D BARE 由 于 一 些 估计 以 后 还 会 用 到 ,在 下 面 证 明 过 程 
中 仍然 考虑 这 些 情 形 . 进一步 ,由 于 它们 之 间 彼 此 相似 ,将 考虑 式 
(12. 59) 等 号 右边 两 项 


令 


fe)-s*  a-sy*a-l pits? 


J (zi 一 uj. fio do 


1S1n 


由 定义 可 知 , 除 o = 1 外 ,f 的 所 有 奇异 点 都 在 回路 积分 的 回路 之 
外 ,所 以 选取 回路 为 

C= [0,8] U G 
其 中 C = {o: | o— 1 |= 8 = A] p11),0 二 6 二 


l min {|1— e|} AT 


4 isise 
lezi fo u 
J.= EN deb Ode t | ru]= 
— {a —e P fodh fodo) 
1S1n T 
3 | z|#1f, 


.. l—a Jimii=s 
isin a— x 


(一 | phy? LEZ do + 
l— £c 
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[^s è wey a-y” . 


(1 一 | p [07 Mes (13. 21) 
如 前 , 令 z = o” ,再 次 结合 引 理 13. 2 可 得 
2z] 1 +p 1 | 
| Tap «ct nirera) 


当 oe C 时 ,有 
1—-lell pl 1—l 8r a-cleDIipliz 
1—|pl—-le—-1llpsiz 
1 一 | pl—-le—-11- 
(1 一 6.)(1 一 | p DE 
la-i»p 


所 以 当 c E Cs 时 ， 
loop 


2x de « c(i+! 1 
n1 
| 1—op | 1—|» icri) 
进一步 ,因为 | z^ |K] = | Re MM 
Puis | s ewe ?- 
MOQpIcR—1H 
le—e* | 211—e* |-|s—11z 


is 
UR 


1 


1 jets 
i-i liget ici 


dx 
1 |[1—e*| 


|1—e' | — ( [I | 一 Dloe-1lzm 


1x k-l 


( Il lgi-e )ure-1l 
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从 而 11 一 “IC ad-I2D 其 中 C= [[ l11-5* 
ISKI 
这 表明 
| a- 7? | i enl ime! | 1—o: NN < CC CI 1 一 | p Ip * 
1 
M à < ze 时 ,因为 


Il1—| p l# + a-o) p> ix 
kOa—|lgl+i l-e D <CaA-]lpl 


|i pl} +a) pl 


1- p l-00 D >a 


所 以 
1 一 | P5 177 « 


H 


一 2 


e7! mal | 1 一 | p |”o zoll 


la’ 
er mei | 1 一 | p [* 4-0— 605) | P Jæ | < 


ca-l pD 7 
以 上 的 估计 表明 
| Tego V al p [hg y? ite dod# < 
04€, 1 一 
1 
一 一 一 1 一 
C O-lebD (1*5 — P | jj... e 
C, 22 (1 -- In 1 ) (13. 22) 
a 1—| gl 


下 面 考虑 在 区 域 [0,1 一 6] 上 的 积分 . 利用 引 理 13. 2 有 ,对 
o €[0;1 一 ,有 


L 
0 


1 十 如 
1 一 如 


d$ « C(1--1n 1151) 
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当 o € [0,1 一 6,a ——1H8 Wn o' 1, 
a= E <0- 
《1 一 | p [455 E <i 
如 果 — 1, 


lie 


—e 


a= <a- o)? 
(1 一 | pi E «ü-o* 
所 以 当 = >— 1a € [0， 1—óà]Hf, 
Qa) "t 'a-| p lF E (1—5»! 
因此 
人 3.597? . (0 —| p [?5*) 7 [dad$ < 


C(1--n chro . 


a=) a —] ps7 Y do < 
1—6 
14-1n ——L—. —g5) do = 
C(1+In Eu G —2)7de 


1 
z] i-)^$ 
注意 到 6 — 80 一 | p |) ,因此 


27 (1) Hsp TE 2k k NOR 
INI lo? a— 4»? a- p [#0 |dsd$ < 


C(1-* ln; 


c(i +m) (13. 23) 
由 式 (13. 22) . 式 (13.23) 有 
r |J. 1 déc C (19-154 iD <el thir) 


如 | Rea |< 工时 的 处 理 , 有 
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gà 2 
H 1l. 
Ca. (n>) | 1—ri* :dr = 


Cp Co <+ eo 
类 似 地 ,针对 式 (12. 59) 等 号 右边 的 第 一 项 可 以 得 到 同样 的 
估计 .因此 当 | Rea | 1 HE, Fo € C^ (CRNLG ,0,0))). Xf taz 


EM Elan 二 0,1,2, 即 | Rea | 1 的 情形 ,为 了 证 明 Fi 


C* (QN(CO,0,0 D) REESE (UT 5X (012. 590 、 式 (12. 51) 的 更 一 般 
形式 ,这 个 将 在 13.3 节 给 出 ,在 那里 将 证 明 Et), 09 Go D. 除 对 角 
线 (z,t) = (w,s) 外 是 实 解析 的 . 

最 后 ,考虑 Feo (z,2). 

由 户 的 定义 ( 见 式 (12.47)) RA w —0HBf 50, HA2. 47) 


有 
gc AX 
Fo = a,A ZA? =a | AI (2) 一 
2k PEE 
a. —— (Hgy (13. 24) 
(Le re | z |* — it 
其 中 4 = zi -一 一 ILI m -1,m-—90, H 2 从 而 下 人 
" cos Sx 


L N C^ Q?NO,0,0) D. 
命题 13. 2 证 明 完 成 . 
注 13.3 命题 13.2 的 证 明 过 程 表明 ,对 每 一 个 紧 子 集 OCC 


Rs: ,存在 常数 ClaN) ta Æ 22 lm E 0,1,2% BÍ, 


I. | Fi? G0 | d < C(a sw) (18. 25) 


1 


| CaM) | xz CM sin 1 S Ex (13. 26) 
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13.2 当 | Rea | 二 1 时 ,基本 解 的 证 明 


命题 13.3 
i E APA Le rt [n [Le 
LFE (z,t) = = mA A | A E o | 4 
il Ta-ta] pps -—D: . 
do l—o'p 4 
afo” FT) pl” P jas (13. 27) 
do 1—o'p 
证 明 因为 
A= darti, Z= lcu +1 it), 
-2 kgk CU 7.9. lk 
Z a T z "E Z E" ibz* iz 
Er EA 
ZA = lace -iukeg —0, ZA-0, 
ZA = kg, ZA = kez" 
Z 丈 一 0， 及 上 一 0， 
Zo = Z(A tz) = 0, 2Z5 = Z(D*2)-0, 
2Z5 = (^ (A— ez), Zo = (AY *^ (A — zz) 
4 
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其 中 B= 1+ pst 


'C = (AA — z'z*5). MM ZB = 0, 
l — ps 
E lcs. H 
ze = ( P1) o =kS Bg, 
l—ps*/, p ds 


从 而 ZB = ks Z0 A* (A — eg SB, x 


ZC = AZA — z!Zz's = = kzz 


* (A — s) 
而 且 


ZC = hzizt! (A— 5) 
因此 
ZV = ZO BC 7?) — 4 Bzcj — 


lta 


-1 + LTSASBCOP- aze 一 


— is zz (A—jJA'BC *3 


Zzy «1 tps Z[z' (A! — sAn) BC 97] = 
— HERR CA Lager c 


LT ign Kat DA— as) AC BC F7 


Ley zz SCA — s) (A — eg! )Ae dB c c y 


LEs(LT2 


lta 
2 


十 1e amz CA — ) (A)ABC C? 


k’ z zZ [AA T Az'z*'(a +1) 一 
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CA 十 ozz*)s]A* BC 3^? 一 
lta 8p v SA — 5)CA — z'z* ) A"! SBc + 


l+a 
(2 


(s 十 十 1g ez (A— 906 — ABC. Pa 
ZV = ZuveBc7? 
akz'z* A"! Bc * 十 


ksz^ (A — wtzt) AC? Fc Pl 


1 LT jetz '(A— ABC 77 
因此 
ZZV -一 "IS gzel An?! Bc * — 


a(l T a) p2 tici ze (A — DA" BC fO — 


k? szt Z An! dBc- 
ds 
1 tap szt ge? (A — z'z*) CA — s)A”! ec — 


1 + LEapaig (A — s) ABC — 
1 M 十 


lta 


: (s 4 1jgzerge (Á—525( —2ABC *^ 


pog e 1 AÀ — (aL D^ wtA 十 


(te D vz! 十 A A) Ja? BC 一 


I 
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k? ge ug SAC dBc- ma . 


[AA +AA — zz) [22 + <(4 一 zz] 


le(: it 


ege ze - 9 -2xBC 77 
1 7 zz 1 07 
一 “= E 十 ZZ) + k«Z- Z2 v - 
2 
la-cozzvala-aozzv- 
Po zz ACBCOPU e 


2 o — 3 
[8 AR — aED zA 十 

4 4 

ala — 1) g'z} A +a)? d^ —1 
(e Li VACA) rtf AA 十 


Q — 1 kok o —1 hm 
8 (a DAs'z* 一生 二 (A 十 ew 二 s] 一 


h? we 5 RECYAC dicm. 

Iter [i nn 
| >AA+ (—; Jaa z^z^) 
la lcotae,;A 

7 Lb CA — zz oj 
1 


L- e (A (A— wa)) 4 


l4dajl-ca 2 2k-1 -241 
一 (x Tl E 


(A— CÀ— ABC 77 
整理 得 
— LV = guo Ange vo iis. 
d 4 
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((a—1)A+ (at 3) Az'z* +2As)+ 
kz k-lyk- ari pc P2 lote 1 +a 。 


(a 4- 3) Az!z* (AA 一 n — 
layer AO B, s(1—5 
2 ds 


注意 到 
:zt (AA — CAd- A0s d 5 = 
zt (AA — z'g's—s- 5) 一 
Az'z'C — Az'z's(1— s) 
和 


(a— DA 2As = A(Ga--Ds—(ü-—-a9ü0-—35)-— 
— AC— lat Ds-F 0 — 200 — 5) 


LV = 1 I eiz A BC OP (- LL La — s) y 


1 Lee. ngn A BC P7 (Ha LI piezas 


lay wea: SBC P .0—9 
2 ds 


因为 
C= (AA — z'z*5) = AAC —- p I9 
B= ES 
1— ps* 
所 以 


F 


ev= He zA aTa Y 


a= elt t (- Le 
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二 | 之 |2 lA ZA ATAY 


apa d /ltps? 
a= pito? E( MÁS "E 
— PS 


LS qug? | A PATAY. 


ia- plo TO .1+ps .1s) 03.28 
E 


注意 到 

druck (lcs o lta 
gb a=» l= ( ; 0-2 
和 式 (13. 28» ,有 


1 一 e +a i-e 
Wt 一 LK. = zl s*a — s)? L, Vds -— 
0 


A. 


die 
2 


| |? | A |A 
dga- oë] a pl ERES. 

1— ps 
-4a lt p 


Fa- 4a- pl”? 
工 一 ps 


Sa-o*.a-leit T S( TU 


4 E23 3IES 


1— ps* 
所 以 
W = LEE 


o ds 


同 理 可 以 得 到 
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c À | z [77 gez 
Wie GT a) VAT AFTA 
[il a-o taplo T. Lesi) as 
o ds 1— ps* 


由 于 Wi? = W2 +W, AMER TAARA. 27) 的 证 明 . 
定理 13.1 Hac -—ía:acCcC,c atty, m= 0, 


1,2,…) , 设 F2 如 式 (12.47) 、 式 (12. 59) 、 式 (12. 60) 分 别 给 出 ， 
则 FR o (z,t) 是 算 子 L. 的 基本 解 , 即 
LF S Gt) = 6e — w.t— s) (13. 29) 

其 中 6(z 一 w,t 一 0 表示 8x — usy — wt—s)x—.w 
w = (u,v). 

WERA ”如 注 13.1 所 指出 的 ,只 须 对 Cw,s) = (1,0), Cwis) = 
(0,0) 两 种 情形 来 证 明 式 (13. 29) 即 可 . 首先 考虑 | Rea | 二 1 的 情 
É. 此 时 ,Fe?。, 由 式 (12.47) 给 出 , 即 


l a-g E 
Fio = g^ TA? e 
fi Fa- a-l pps j Lt pst ds + 
? i-e 
[a-o a] pto r 1+E* y 
? 1—5* 


其 中 A 二 id z|[*--1-ciD.op Ard iy Me 0R}, 
令 


1 BENE. le be E 
A TA zii s*a- F. 


— 1i 
Q-|pI*o7? LEs as+ e) 3.30) 
1— ps* 
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由 命题 13.2 和 引 理 13. 2 可 知 
(r9, — Fi?o GE Li. 中 ,因此 在 2 中 ), 当 @  0(13. 3D 


4 
Wi? = LFR (13. 32) 
则 
Wi? > LFüo. dE m0 (13. 33) 
因此 需要 证 明 
WO (zt) -sz 一 190，e-0 (13. 34) 
BUuEXI& f € CC ORO ,有 
[ WE fdzdydt — (1,0,0) (13. 35) 
为 证 明 式 (13. 35) ,将 对 W 人 ?给 出 一 个 更 简单 的 隐 式 形式 ,然后 对 
一 类 特殊 的 函数 


gn — fnr, fn E Cy 


证 明 式 (13. 35). 由 于 对 每 个 / € CY (RD, Fourier 级 数 >》) far 
)e"* 收敛 于 请 ,因此 , 式 (13. 35) 对 每 个 /E€ Co 成 立 . 下 面 来 证 明 
之 . 

由 命题 13. 3 可 知 


k ,ls |z kadia 
£ ， A 7 Ji | ， 
FD zt) 一 iu^ A LAT J. 


E « 4T; a-o Ëa- plo LES B 
4 d 1— oitp 


ee A edite EP a 
d l—ec tp 
(13. 36) 


e 


因此 
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wi? = $ iteag- Tet A pup. 
v as 


(«Al*—a-olzp577 = 1rü-o*p, 
T1—(1—o*p 


le le 
2 


lege) e? A™ |z|. 
2x 


dAl—-a-olspoy? 11ta zot 
ix  (q—-9t5 
(18. 37) 
用 极 坐 标 zx re". 
4 f. ga(rDe"* m —0, 1, £2, sgn € CF (RXRD, 
暂时 假设 在 supp{gm)} E rz O0. 
为 了 证 明 式 (13. 35) 对 fn 成 立 , 需 要 计算 


nod 1xü-otp, e" dé (13. 38) 
m ? 1—(ü—9*p 
和 
C = 1 "1+t(0 0p. em dé (13. 39) 
2n) 1 eis 
HX p =A? = pe. A = lazio 独立 于 风 所 以 
r= 1 十 (1 — e) A Tre” . et df = 


2zje | (1 — O* A-tre* 
1 | zta (rt), zdz 
2xij)i4-1 z— a, (r,t) 


Epa Cr, = 0—90*A7r 
X e>0if |a l= 0-7 |p | 过 1. 由 残 数 计算 方法 可 得 
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2(a(rst))™”, m0 


Ine = 41, m 一 0 (13. 40) 
0, m-«.0 
类 似 地 
T9 1 一 人 一 e) Fre" 
1 ' Lra Dz, aq, 
2ni i= 1— a. (r, t)z 
因此 
0, m0 
Ę.=41, m=0 (13.41) 
2(a,(r,D)", m<O 
则 
fa W, f. dxdyd: = 三 NNI "Wgn Cr De"*rdédrdi = 
0 0 
H ltag e ) 宁 时 。 
T 
十 ce lte 
E [ ACA Paor 7 p. e Gu pr drdt+ 
Elda gru. 
2x y 
+o fo le 
[A APO ra, oor drdi 
(13. 42) 
A 
Rolls]... 
E 24e 
则 


A= lo"-dio = 1 HER + ir) 
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IA P= a-e)" = (Ay (E) te” = 


eCR? +r 41-4 24eR) 
IE Gu = ILC + 2R)? fec) 


gs (Cr D = gu C + 2469 er) 
RARAS. 42) 78 


| Wfndzdydt = 
R 
1 Tt 


ace? ET, G HER ir)» 。 


AHRR +e) 7 Fg dRde + 
llzea+o”# [7 [T DER- i1 
UAE 


AHER HR +e) T I5 .g,dRdre — (13.43) 


注意 到 
| 1ER +i) x1 TR +r 
| 1 +R + ir) >R +1 >+ 
1 
且 由 于 R>, 
24e 


| (1 十 CR 十 ic)) |< 
emi | 1 十 VE(CR 二 ir) | x 
CO RET 9» (13. 44) 
Kb B — max(w 0) sa! = Rea. 进一步 , 当 e 二子 时 ,有 
| G2 HERE TE) | CO RE) 


(13. 45) 
注意 到 ,如 果 用 一 a 替换 a. 一 r 和 替换 r, 式 (13.44) X13. 45) 依然 成 
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X. 由 于 enr DEC, la, (r) [=la |-ü0—o0lpliciU& 
3k (203. 400 . 式 (13. 41) 可 知 | IZ, | 过 2. 从 而 式 (13.43) 中 等 号 右边 


的 积分 被 CdL 十 恬 +A 77 O ERE d 所 控制 . 注意 到 
LI AHR 4g) 777 qq RET P YdRde = 


He 


2x| a H A + god <+ co 


因为 pc 一 ce 时 ， GETON ETI — PÀ = max(qa',0) —a' — 
1< 1.548 B dlc SE PR. SE C13. 43) 推出 
| W.f drdydi = 


十 ce (teo lta 
litej un GAHR 4- c7? dRddl ho (0,0) g, (1,0) 十 
1 ef AHR +e) 77 dRdi s (1,0) ga(1,0) 


一 个 简单 的 计算 表明 


EE AHR +e) T dRdr = <7 


1 


注意 到 a. (7r,7) —ATrü-o* Bri ao (1,00 = 1, 由 式 (13. 400, 
XX (13. 41) 可 知 

I,0,0 + 1,,01,00 = 2, m= 0,1,2, 
所 以 当 e 一 0 时 ， 


| Wfndrdydt => ga(1,0) = f, Q0 
R 


因为 > = 1 可 以 推出 r == 1,$ = 0, 也 就 是 

CLF aos fa) = f4O,0) (13. 46) 
对 f(z,t) 二 Enr d far, rp GO 表示 分 布 CLFu.o 作用 于 
fn RER f(z,t) € CF ORO, BAE fF 9E E | x 125 0, DUE PE 
掉 这 个 附加 条 件 . 
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令 
geo = AE e" feret, tyde, m=0, 51, 42, 


(13. 47) 


fu(z,t) = 2 S Gt et (13. 48) 


因为 在 supp{JP) E | z [25 0, PTA gn € Cr (ORO, Afi fn € Co, 
HB A EERBU-S AUGUST SCILICL.EfNRRUXRETSO,T 
在 常数 COD, 
sup | a68bg(r.D |S C DAH m D, tm = 0,1,2, 
所 以 , 当 N —> oo 时 , 依 C5? 的 拓扑 有 
fn> f (13. 49) 
M Hi 3X (13. 46) ,3X (13. 49 推出 
CLF Ro D = (LF fo lim fn) = 
lim (LF Go sfn) = 
lim fn (1,0) = f(1,0) 
因此 ,只 要 f € Cr. Hie supp( f) E z 60,808 
CLF? f = f0,0 (13. 50) 
为 了 去 掉 加 在 suppi /) 上 的 条 件 AR p € C? ORO dE Q 外 
部 oz0.TE Q; V po 1, XP 0:0; 为 (1,0) 的 两 个 邻 域 , 且 0 CC 
Qi TE Qi 内 xz 关 0, 则 每 个 fE€ Cy 可 被 分 解 为 
f— gf t a-—-of-ftf 
其 中 fi =pf, f= (lof 
显然 ,在 supplfi) 上 x 关 0, 在 0 E f; 0. fi = fF 
CLEF Pos P = (L o ， Dd COZAFQ,S f = 
fi Q0 + (LF f 
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AMREF Po f2) = 0, 则 (CLF8o P = f(1,0). 

下 面 证 明 ( LFo f2) — 0. 

实际 上 ,由 于 f; € C7 , 且 在 (1,0) 的 邻 域 2: 中 f£, 0. B5] 
理 13.1 可 知 (1,0) 在 supp{fi} 的 外 部 ,因此 在 suppi fa} E, l 1— 


1+ ü-e9 
a4—o9*p|zl 1— 512 6 7 0, Mm [toon «QC, 
(1—6*p 
1-9 
Imre 4 «c. 在 supp{f:) 上 ,结合 估计 式 (13. 40 , 


式 (13.45), 由 控制 收敛 定理 可 知 
limCWe® sf) = 


(LL 


lim 


£0 


le [99 fo 
a -oF p eG rio]: 
ae 


l+a_; [2r 
rte e T fO 246 We) ， 


Lc e E LER e 


a E EP ae 
b-a-o nea ip) 

le 2n 
[1 + 24ER +R +reJ S 户 (1 十 2VeR wer) - 


1 十 (1 一 e)# t5 十 2VER ， eT) MM dRdz |= 
1— a4—o0*50-4 2«R, er) 


He aR. 


2x 1 十 (1 一 e) 
[im ， (^ . LEa- Batare ec) dé |dRdr + 


laf [TAR T. 
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o [a .1 十 G 一 日 二 
fiim | (5 -— JJ aR Nen dt Rar = 0 
这 里 注意 到 在 (1,0) KERA 上 f; 圭 0,; 因 此 ,上 面 两 个 极限 都 为 
零 , 故 式 (13. 34) 成 立 , 因 此 当 一 1 二 Rea 二 1 时 , 式 (13.29) 对 
w 关 0 的 情形 成 立 . 
下 面 考虑 | Rea | 之 1, 土 a 关 EM lon = 0,1,2,… 的 情形 . 


4 


A = ata E C, Eas DP lun 0,2 
对 任意 f€ 0 , 令 
gla) = (Fos f) = D. Fio G0 f Gi dzdydt, 


则 g(a) 定义 在 上 有 意义 ,下 面 将 证 明 g(a) 在 4 上 为 解析 也 


glad = | a ，，FBoydzdydt，ae Ae>0 
式 (12. 47) . 式 (12. 59) MÈ C12, 60) 表明 ,对 任意 的 e > 0g la) 
在 A LRH. 
由 引 理 13. 2 可 知 


limg,(a) — gla)， 在 4 中 逐 点 地 成 立 。 (13. 51) 


进一步 ,由 注 13. 3 和 式 (13. 25) 、 式 (13. 26) 可 知 : 对 A 的 每 个 紧 
子 集 8, 存在 常数 C — C(f, 8) ,使 得 


law I< f LPs || f | drdyd LCS, B), a€ se>0 


supp 


即 Bg 上 的 解析 函数 族 {g,}。o 在 S E—S3UB8 P. 注意 到 式 (13. 51), 
H BH 4 的 任 一 个 紧 子 集 , 由 Vitali 定理 和 Weierstrass 定理 ， 
gla) 为 A 上 的 解析 函数 . 


4 
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hla) = (F? o (工厂 ) 
EACL = 2 所 以 
(Gf =L f= -3 (ZZ +Z f +a . TUZ)f = 


fit af: 
其 中 六 Corrente = lU.Z|f 注意 到 
hla) = FPosfidtalF?o » fa) 


B fife E CF ,所 以 " 为 4 上 的 解析 函数 .另外 ,如 上 所 证 ， 
当 一 1 之 Rea 之 1 时 ,h(a) = (LF Po = f(1,0), 因 此 由 崔 一 
延 本 定理 可 知 , 只 要 € Cy ; 则 CL F? nsf) = hla) = = fA, 0) 对 
所 有 的 cE ARL. 从 而 证 明了 £F 二 6(z 一 1,t) 对 a€ 4 
成 立 . 

最 后 ,考虑 (Cw,s) = (0,0) 的 情形 . 由 式 (13. 24) 可 知 
1 1 1 (zt 
BET cos gr (| x | p Et | z | — 1t 


Fo (z,t) 一 


令 
F.GsD = ur 1 pe 
"cos grld z te te] 
| z [5e itt 
(Ape) 699 
则 
LF. t) = 8 (1— 9o?) | z |? (让 Bet) 
| z |* +e—it 


T cos gn [z | Fo HeT? 
取 广 E CY ,可 得 
CLF. lz), f) = 


ek (l — o | rp? 
mcos Am (C E e? 4-8) 


i 
2 
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2k : $ . 
(Ge) f Gre! D rdrdtdé 
4r 二 eR t = et, 有 
— a2 2n f+ foo 
CLEF. GD f) = a= f f f 1 - 
4ncos 3 0249? [R+ +r] 
R+1+ir\? 小 m 
(pica) fICceR)*e ,ET) 
— a? oo eo : ££ 
son =F f 1 (Rhi)! arar = 
2cos FT ->40 KRD +A] Ir 
ni 
f(0,0) 已 一 < ^| UC dp)e*d0 = 
2cos Ay ? 99 
2 
— n2 LA 
f(0,0) (1—a) ° e cosódó 
2cos r 7? 
2 
注意 到 
B e? cosĝd = 2 cosa cos 0d0 = 
- 2cos $9 
| [cos(1 4- a)08 + cos(1 — 220 ]d0 = g 
0 


故 对 每 个 1€ C0， 
lim( LF. Ct) f) = f(0,0) 


g--0 


从 而 在 Li 中 F, — Fio ,因此 在 多 中 ,只 要 a 关 2m 十 1,m — 0, 
土 1,…, 则 LF 人 8o 二 Clt). E EBIXR E Ea A 2" Elm 一 0， 
1 2,，… 时 ,有 


L F2 p =8lz— wt s) 


定理 13. 1 证 明 完 成 . 
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13.3 基本 解 的 实 解析 性 


本 节 将 由 式 (12. 51) 证 明 下 述 定理 ， 
定理 13.2 基本 解 F(2,, (zi 在 RX R\{(w,s)} 中 是 实 解 


析 的 ,其 中 a€ A= {a:aE€ C Ea D pum 0,1,2,-). 
证 明 首先 考虑 一 1 二 Rea 二 1 的 情形 . 由 式 (12. 51) 可 知 


1] -这 不- 中 1 


le 
2 


Fo (zyt) 一 


1 f _ lta ize le - 
NE *^(1—o0 ?s *(1—» 
0J0 
dsdo 
a—5-5]IIE,a-e* 121*6o* 
上 式 中 的 项 T CO Ek — 1 工时 不 出 现 .对 (0 € CX €, 
feas Qo = 0-537 a-sfo7[ TT a-e*555*0]* 


lei k—1 


(13. 52) 
则 可 以 断言 :对 任意 po € CUR | po | 过 1; 且 po 关 1, 则 存在 与 
Cass) 无 关 的 常数 OS > 0,C。 > 0， 
OD fos (4,p) 为 Da 上 的 全 纯 函 数 ,其 中 
Q, = (Q0 E C, 1A— bo IH pg — po |< X) 
(2) ER Cass) € [0,1] X [OILE m, 上 ,| fos AD IS Cs. 


x Dd 
ERE feo Quo Eco Asp) ' 其 中 
Eos) (A, — (1 — gu — stu) Il (1 — ostap) 
l«Iik-1l1 


(13.53) 
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显然 goo (CA 关于 (Asn) 全 纯 , 因 此 只 须 证 :存在 常数 do > 0， 
ôo 220, 818 | gw。 12 do TE Qs, 上 成 立 ,其 中 do sdo 独立 于 (c,s) E 
[0,1] x [0,1]. 

为 此 给 出 下 述 估计: 对 (cs) € [0,1] [0.1], 如果 | p | 一 
1 , 则 

| ges Cpo spo) | (1 —| po DE (13. 54) 

就 像 p。 关 1, | po = 1 的 情形 ,注意 到 对 任意 的 复数 > 一 re*, 均 
有 


| i—z|=|1—re | 一 [41 — rcosp)? + r^ sin $]? 一 
(1 十 天 — 2rcos$)? = [sin?$ + (r — cosp)? ]? 
因此 
1 2 |>l sing |= [Im 4]. $A 有 0 过 $2x 
i111 一 z | 之 1， $—m 
由 上 可 知 
n | Imp, |> = l.p zl 
i-es | po | po | p 
l, po 一 一 上 
1 Imp, | 二 | I , =], +1 
=p I> | mp, | 一 | mf, | | po | Ln 
1, po =— 1 
|1— e ots pipo |> 
sin 2 |, 1<I<k—1 E3 14d 
2l — 
l, gj bk» 
因此 


| go.» Po ,po) [> 
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(1 一 | po D, | po l1 
| Imp |? [I | sin fz |> 0, | po [5 1,po Xl 


«ride 


Hi | sin 2 |> 0， po =— 1 


1i b 


结合 式 (13. 54) 说 明 ,存在 独立 于 (c,s) € [0,1] X [0,1] 的 常数 
dp) >0, 使 得 只 要 | po [1o bo 关 1, 就 有 


| £o.» Cpo bo) |= 2d, (13.55) 
对 (cs) € [0,1] x [0,1] 成 立 . 
令 GGQ = 二 ”min | gow GO | 由 式 (13.55) 可 知 
0<co 和 10<ss1l 


G(po ,po) È 2d, 
AA GO s4) 连续 ,所 以 存在 点 (po spo) 的 一 个 邻 域 R, —(QGu0€ 
[A — Po | 十 | p po |< do) ,使 得 对 任意 (Ap € Q, RH GG, 
D z do ,因此 
| £o.» Asp) |Z do (13. 56) 
ITAD € Mh, ,cs € [0,1] x [0.1] 成 立 , 这 表明 (1) 和 (2) RI. 


进一步 注意 到 fA. ,结合 式 (13. 53) ,3X (013. 56) ,可 知 
结论 (2) 对 fos 的 导数 也 成 立 . 


令 


afi ine Lice Lice 
Faso =| fo 2 (1 一 0O) !'s *-* 


a=” F feu (Asp) dodà (13. 57) 
1 全 une le la Ms 
| | *(1—5 ?!s*(1—5 ? |deds < 


Ifl rne -二 
NIE ? (1—o0) ? ut a-o 学 dods = 
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Her) «eo, a «Ree, |a |<1 


因此 可 改变 式 (13. 57) 等 号 右边 积分 及 推导 的 顺序 以 验证 FOA, p) 
的 Cauchy-Riemann 条 件 , 因 此 由 解析 函数 foo Asu) 在 Qs 中 满 
Æ Cauchy-Riemann 4& ft. XI FQ, 在 Q, 中 也 满足 
Cauchy-Riemann 条 件 . 这 说 明 FA. wD) 在 0 中 全 纯 . 换 句 话说 ,只 
要 证 明了 | po (S 1o po Æ 1. F QA 40 Eos po) 的 某 个 邻 域 中 是 
全 纯 的 . 

4 

GG, yt) = FOpGxr,y Ds px, yt) 

其 中 


payt) = [3C Ey! c Gf b eia 93] t. 
Gr — iy)(u + iv) 
Pryt) = pasy d) = 


[ter 4 yDO p GP H -i- 91] . 


je 


(zr 二 iy) (uC iv) 

因为 pryt) APE yt) TEGo yt € R\ u,v s) 的 一 个 邻 域 中 

实 解析 , 且 由 引 理 13.1 知 Cro yo sto) Æ Ll, | Po syo t2 Is 1, BEA 
GGr yst) 在 (xo s yost) 的 某 个 邻 域 中 为 实 解析 的 . 注意 到 

1 ATA” 


EUNT 


F2 o (z,t) 一 F9. Gr. yD 一 GG, y,D 


B3, » yo sto) Æ (u,v.s) 时 ,A A 在 (zo syo sto) 附近 为 实 
解析 的 ,从 而 此 时 Fo。(Czyy'b TE Gro s Yo sto) 附近 也 为 实 解析 
的 ,故而 在 | Rea |< 1 时 ,定理 结论 成 立 . 
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现在 考虑 | Rea | 宇 1 和 a € 4 的 情形 . 

如 在 第 十 二 章 中 的 证 明 过 程 , 利用 回路 积分 , 需要 对 公式 
(12. 50) 中 的 积分 进行 正则 化 . 

当 Rea >— hac AR, S 


Eig4,0- -kA FA . e POP 
tex r (= )r (=) sin 3 Shrsin LT, 
(0*) a* 12e _l—a die 
| |, ae 
asp” 一 m| (13.58) 
(1— pe)(1—pr) [| (1—e’érpp) 
lemk—l 
M Rea < l,a E 4B. 
occu o — AFT” (Oppo 
(uo Es E M — “ 
16x r( 74) ( z) sin cay sinl gm 
at) ot) la l-a lte,_ 
asp 一 二 一 一 | 03.59 
a—p0ü-»p [| a-e*»bsep 


le k—1 


如 第 十 二 ,十 三 章 的 证 明 一 样 ,可 以 证 明 : 当 | Rea |< 1 RF ER = 
(2o = F2 A ERS € Li. N C^ (PNG, 5). tt 可 证 明 : 任 取 
f € CC OUO Ul g^ G0 一 (E33 守 ,了 ) 在 4 上 解析 .由 解析 函数 的 
唯一 性 定理 , 知 在 2 中 zs ~ = FQ.» ,然后 由 一 个 标准 的 讨论 推 
出 ,在 C^ (?NGo, 5) 中 也 成 立 . 
因此 只 要 证 ES 人 Q(z,t) YE R'NGw, 2 中 是 实 解析 的 就 可 以 了 . 
注意 到 El 了 (zh = ELT G,— DB RYE Rea z 1 的 情形 . 


ws) 
令 
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ge» Q0 = G—&00— [| a- ee p 
ISi 


(13. 60) 
IF Czo sto) = Gros Yosto) Æ Cusv,s) = Cw s.d Po = Poss zo 
to) ;po = Peno Gast. 就 像 对 | Rea |< 1 时 的 处 理 , 想 要 证 明 
| Zap (Pos Po) 122 2d) > 0 (13. 61) 
其 中 do 独立 于 (6,7 力 ， Gp € y, X Yos Yi Yo 为 式 (13.58) 中 积分 
所 取 的 回路 . 
为 证 明 式 (13. 61) ,选取 回路 ys 如 下 : 
n= C0 U lfe es) 
C, (0 = {£E C, | |= e) 
5 = CD U (0< 7S 1e) 
Ca D = {4 € C, | 9—1 |= £o} 


其 中 
e = min|5 | 1—2 Li sin Zia 1 二 1 二 4 一 1 天 全 
则 
1 

1—=e> 4, eeE C, (0) 
D 2 

CO) 790, e x Ex IOLIBE | Rea | 1) 
| 1 一 po |> 


i111 一 Dpo l>] 1-P -e> 4 l1 2 l» 


7 E€ C, 1) 
Cp) 50, Ox g&l—e GU | Rec |< D 
对 EE€ [eo 1] fil € C, CD JH 


L1 ge” | po >12 mis EE COE y 
dis 
I11—8e* | po l? Im 
di 
[1—£&'* | po I? I-11—751l po。 "zm 
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1 Eo »- I l = 

对 EE Leo Zum € [0.1 — & ] 7B 

|1—&e | po |? I2 C) >0 
以 上 的 一 系列 估计 表明 式 (13. 61) 成 立 , 从 而 当 |4 一 po Fiy 

— po [< às 时 ， 
GAs) = ,Bin | Bv.» COP» | d, (13. 62) 
y, 1€ Ys 

其 中 ,6 独立 于 (Ap) fI CE, òo 足够 小 . 像 | Rea | 一 1 的 情形 一 


样 ,为 了 检验 Cauchy-Riemann 条 件 , 和 需要 下 列 估计 :对 a = Rea > 
lsa € e A 


v i Iri -i ihe. | TE 
[ FI | dnl Je? a—eo 7 3?*0—30 7 | 
log NC le le 
Co (| €? ^ a—e» E det Zret Q— d»? ). 
Ie 一 lH Zx . le ia 
(Cap Tape] Hee Tm ei )< 
C, (a) <+ co (13. 63) 
HAs) € Q, = (Qu0:lA— b I+ p B dà 
EQ = [ a age? a-ey 
Qa 一 | ac, ade? a-ex*- 
He. ]— e 1 
7 ( 7 ) Eep a: 
如 对 | Rea |< 1 时 的 处 理 , 由 式 (13. 62) 和 式 (13. 63) 可 知 ,对 每 
一 个 € e ,EQS G0 TE (C X ROM (ww, s) 中 实 解 析 , 完 成 定理 
13. 2 证 明 . 
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